Einfache Modelle zur

Strukturbildung im Universum

Masterarbeit im Fach

PHYSIK

zur Erlangung des akademischen Grades:

MASTER OF EDUCATION (M.ED.)

eingereicht am

01.10.2026

von
Martin Reitenbach

geboren in Heilbronn 2001

Ruprecht-Karls-Universitat Heidelberg
Fakultat fiir Physik und Astronomie

Haus der Astronomie



Zusammenfassung

Die vorliegende Abschlussarbeit befasst sich mit dem astronomischen Thema ,,Dunkle-
Materie-Halos* als Bestandteil von Strukturen im Universum auf Grundlage von ein-

fachen Modellen. Im ersten Teil der Arbeit sollen mithilfe von N-Korper-Simulationen
fiir eine verschiedene Anzahl von N Teilchen (N = 50; 100; 200 und 2000) und jeweils

drei unterschiedlich gewéhlten softening-Werten e, durchgefithrt auf dem Hochleis-

tungsrechner bwUniCluster, der Kollaps von Dunkle-Materie-Halos im Verlauf der

Simulationsdauer studiert werden. Miteinhergehend sollen auch die wahrend des

Kollaps auftretende Virialisierung eines Halos, die durch das Virialtheorem aus der

theoretischen Physik beschrieben werden kann, sowie die Meta- und Instabilitat

von Dunkle-Materie-Halos als selbst-gravitierende Systeme thematisiert werden. Im

zweiten Teil der Arbeit wird in die Dunkle-Materie-Halos baryonische Materie in

Form von Gas miteinbezogen, aus denen sich spéter weitere Strukturen, namlich

Sterne, gebildet haben. Dabei soll mithilfe des NFW-Dichteprofils fiir dunkle Mate-

rie und des -Profils fiir Gase ein radiales Temperaturprofil hergeleitet werden, durch

das sich das Gas im hydrostatischen Gleichgewicht mit der Gravitation durch die

dunkle Materie befindet. Darauf aufbauend wird zum Abschluss die entsprechende

Kiihlzeit in Abhéngigkeit verschiedener Halomassen und des radialen Dichteprofils

hergeleitet und dargestellt.
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Kapitel 1

Einleitung

Wir schreiben das Jahr 1692: Der Universalgelehrte Sir Isaac Newton befindet sich
in einem regem Briefwechsel mit dem Philologen und Theologen Richard Bentley.
Sie diskutierten, ob Sterne, die in einem endlichen Universum eingebettet sind, nicht
aufgrund ihrer gegenseitigen Anziehungskraft in einem Punkt zusammenfallen miiss-
ten, wohingegen Sterne in einem unendlichen Universum sich gar nicht bewegen und
im Raum still stehen wiirden [19]. Fiir Newton ist die erste Annahme leicht mit ei-
nem Ja zu beantworten. Nahme man ein Universum von sphérischer Gestalt an und
wiirde eine gewisse Anzahl von Sternen im Raum anordnen, wiirden die Sterne na-
he der ,Grenze“ der Sphére eine zum Zentrum gerichtete Anziehungskraft spiiren,
verursacht durch die in der Ndhe des Zentrums sitzenden Sternen. Auferhalb der
Grenze gibt es keine Masse, die eine Anziehungskraft ausiiben kénnte, da die An-
nahme fiir einen endlichen Raum gilt. Folglich wiirden alle Sterne sich in Richtung
Zentrum bewegen und dort kollabieren. Fiir Bentleys Annahme eines unendlichen
Universums argumentierte Newton, dass sich alle Sterne untereinander in perfekt
gleich groften Abstédnden zueinander befinden miissten, damit sich ihre gegenseiti-
gen Anziehungskréfte kompensieren. Doch Newton war sich nicht sicher, ob diese
perfekte Balance wirklich méglich ist und beschreibt es als einen instabilen Zustand
[19]:

(...) but that there should be a Central particle so accurately placed in ye
middle as to be always equally attracted on all sides & thereby continue
without motion, seems to me a suppositon fully as hard as to make ye

sharpest needle stand upright on its point upon a looking glass. (...)

Der Briefwechsel zeigt, dass das Verstédndnis iiber das Universum und der sténdig
wirkenden Gravitation vor mehr als 300 Jahren noch nicht ganz verstanden waren.

Die vorhin beschriebene Instabilitdt und geringe Wahrscheinlichkeit von regelméfig
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angeordneten Sternen, fiihrt zur Annahme, dass die Verteilung der Sterne unterein-
ander doch nicht gleichmafig im Raum ist. Diese Ungleichméafigkeit lasst sich auch
auf das Inflatonfeld, dessen Inhomogenitéaten durch Quantenfluktuationen verursacht
wird, iibertragen [35]. Dabei ist die Dichte dieses Feld nicht gleichméfig, sodass es
gewisse Regionen gibt, von denen ein Teil eine hohere Dichte (iiberdicht*) aufweist
als solche mit geringerer Dichte (unterdicht”). Diese Inhomogenitéten wachsen mit
der Zeit an, sodass die iiberdichten Regionen eine Gravitationskraft auf andere Re-
gionen ausiiben und damit weitere Materie anziehen konnen [35|. Eine der groften,
bekannten Strukturen im Universum sind sogenannte Halos, die iiberwiegend aus
dunkler Materie bestehen und Galaxien wie eine unsichtbare Blase umgeben, und
daher im Folgenden als Dunkle-Materie-Halos betitelt werden. Halos entstehen nach
einem Kollaps, wenn eine Region so dicht ist, dass sie sich von der geringeren Hin-
tergrunddichte abkoppelt und aufgrund der Gravitation kollabiert. Halos finden sich
in iiberdichten Knotenpunkten, an denen fadenformige Filamente zusammenlaufen,
in einem schwammartigen Netzwerk wieder [35].

Die genaue zeitliche Entwicklung von der Ausdehnung bis zum Kollaps solcher Halos
ist das Hauptthema dieser Abschlussarbeit. Da die Forschung rund um Halos sehr
kompliziert und vom Verstandnis her nicht fiir jeden Leser zuganglich ist, greift diese
Arbeit auf einfache Modelle zuriick, wie beispielsweise auf das Modell vom sphéri-
schen Kollaps im ersten Teil. Mithilfe von N-Korper-Simulationen soll der Kollaps
eines einzelnen Halos simuliert werden und seine zeitliche Entwicklung naher un-
tersucht werden. Dabei wird auch das Virialtheorem aufgegriffen, um den Prozess
der Virialisierung, die Halos beim Kollaps durchlaufen, zu beschreiben, sowie die
Meta- und Instabilitidt von Dunkle-Materie-Halos als selbst-gravitierende Systeme.
Im zweiten Teil wird das Modell eines Dunkle-Materie-Halos erweitert, indem nun
sichtbares Gas miteinbezogen wird, da sich aus diesem weitere sichtbare Strukturen,
namlich Galaxien und Sterne entwickelt haben. Dafiir werden zuerst die Stabilitét
von Gaswolken durch das Jeans-Kriterium und die theoretische Beschreibung der
Dichteprofile sowohl der dunklen Materie als auch des Gases naher behandelt. Dar-
auf aufbauend wird unter der Annahme des hydrostatischen Gleichgewichts zwischen
der Druckkraft des Gases und der Gravitationskraft ein radiales Temperaturprofil
hergeleitet. Anschliefend kann mit diesem Temperaturprofil die Kiihlzeit des Gases
in Abhéngigkeit verschiedener Massen von Halos und ihres radialen Profils darge-

stellt werden.
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Dunkle-Materie-Halos

2.1 Das Modell vom spharischen Kollaps

Das Modell vom sphérischen Kollaps ist ein vereinfachtes Modell, die die Dynamik
einer sphéarischen Region, die iiberwiegend dunkle Materie beinhaltet und gegen-
iber einem homogenen, expandieren Hintergrund des Universums dichter ist [5].
Diese iiberdichten Regionen, die sogenannten Dunkle-Materie-Halos, werden bis zu
einem maximalen Radius zuerst expandieren und dann kollabieren [5]. Fiir die fol-
gende Beschreibung gehen wir von einem rein materie-dominierten (ohne Einfluss
der dunklen Energie heute) und flachen Universum (€, = 1) aus. Die Annahme
eines Universums mit reiner Materie ist insofern gerechtfertigt, da sich die meisten
Strukturen in dieser Phase zwischen der Rekombinationsphase bei z ~ 140 und
z = 5,5 gebildet haben. Die Dunkle Energie hatte zu dieser Zeit einen verschwin-
dend geringen Anteil von etwa 1/1300 an der gesamten Materiedichte. [35].

Wir betrachten nun ein Punktteilchen der Masse m auf der Oberfliche einer iiber-
dichten Sphére. Die einzige Kraft, die im System wirkt, ergibt sich durch die Masse
M der Sphére iiber das Newton’sche Gravitationsgesetz. Das Punktteilchen erfahrt

demnach eine Beschleunigung, beschrieben durch:

GM

r2

(2.1)

= —

Ausgehend von GI. (2.1) ldsst sich eine konstante, spezifische Energie e = E/m

herleiten, die unabhéngig von der Masse m des Punktteilchens ist [35].

2 GM

- (2.2)

1
= —v
€73

v, bezeichnet die radiale Geschwindigkeit des Punktteilchens. Wenn die Gesamt-

energie e > 0 ist, dann kann ein Punktteilchen das gebundene System verlassen,
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weil seine kinetische Energie die potentielle Energie (oder auch Bindungsenergie ge-
nannt) tbersteigt. Fiir den Fall e = 0 ldsst sich die Mindestgeschwindigkeit (oder
auch Fluchtgeschwindigkeit genannt) ermitteln, die ein Punktteilchen braucht, um
das System zu entflichen. Unser Interesse gilt aber fiir den Fall, dass die Expansion
der Sphére zu einem bestimmten Zeitpunkt und einer bestimmten Ausdehnung zum
Stillstand kommt (Ej;, = 0) und in sich kollabiert. Das bedeutet eben auch, dass
die Gesamtenergie e < 0 sein muss, damit es zum Kollaps kommt. Zur Losung der
Gl. (2.1) koénnen wir eine Parametrisierung wéhlen, die den Radius r, aber auch die
Zeit t in Abhéngigkeit vom Winkel 1 beschreibt [35]:

r(n) = (1 — cosn) (2.3)
1) = 35— sin) (24)

t. beschreibt die Zeit, an dem der Kollaps stattfindet (=Kollapszeit). Die Vorfakto-
ren R/2 und t./27 sind deshalb so gewahlt, da bei n = 0 sowohl der Radius r als
auch die Zeit ¢ null ergeben sollen. Die Kugel ist dann nach der ersten Ausdehnung
bis zum maximalen Radius R der Sphére, genau bei n = 27 zur Zeit t = t, kollabiert.
Bevor sie kollabiert, erreicht sie bei n = 7 ihre grofte Ausdehnung r(n = 7) = R
nach der Zeit t(n = m) = t./2, also genau der Hélfte der Kollapszeit t.. Dann wiirde
rein theoretisch die Expansion wieder von vorne beginnen, erneut gefolgt vom Kol-
laps. Abbildung 2.1 zeigt schematisch den idealisierten Verlauf einer sphérischen,
iiberdichten Region bis zur Kollapszeit t.. Mit dieser Parameterwahl lasst sich nun
Gl (2.1) auf folgendem Weg losen [35]: Dafiir schreiben wir zuerst 7 in den Diffe-

rentialoperator um und ,erweitern” mit dn/dn:

—1
. dr _drdy _dr <dt) (2.5)

"t dpdt dn \dy

Sowohl dr/dn als auch (dt/dn)~! lassen sich mithilfe der obigen Funktionen r(n) und
t(n) ermitteln, sodass folgt:

d dt t
d_; = gsinn und i i(l — cosn) (2.6)

Damit ergibt 7:

dr (dt>_1 _ TR sinpg 2.7)

" dan \dy te (1 —cosn)
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12
= Uberdichte Sphare

10

o
@

Turn-around (Maximale Ausdehnung)
E=m, r=Rmax

Radius r(t) in Einheiten von Rmax
(=3 (=]
sy o

Kollaps bei
E=2mt=t

~

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Zeit in Einheiten der Kollapszeit t.

0.2

0.0

Abbildung 2.1: Zeitlicher Verlauf in Einheit der Kollapszeit ¢. von der Expansion
bis zum Kollaps einer iiberdichten Sphére.

Nun gehen wir einen Schritt weiter und schreiben # um zu [35]:

po@r_ o d (A _dnd (dry_(aNTd o fdry
Coder dt dt) dtdp\dt) \dn) dn \dt '
N~~~ N——
mit Z—Z erweitern — GL(2.7)

Fiithrt man die Ableitung nach 7 aus, erhilt man:

d (dr\ _d (7R sinn _ TR 1 (2.9)
dnp\dt) dn\t.(1—cosn))  t. (1—cosn) '

Multipliziert man nun (dt/dn)~" mit Gl. (2.9) ergibt sich damit:

. 2m —mR 1 21’ R 1
. _ __ (2.10)
te(l1 —cosm) t. (1—cosn) t2 (1 —cosn)?

Jetzt kann man Gl (2.10) in Gl (2.1) einsetzen und erhélt:

212 R 1 _ GM B A4GM (2.11)
22 (1—cosn)? 2 ~—  R(1-—cosn)? '
¢ ( 77) r(n) aus G1.(2.3) ( 77)
Sortieren und Kiirzen der beiden Seiten der Gleichung liefert:
2GM
B = (2.12)
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Und da R?® o 2 gilt, ist Gl (2.12) das dritte Kepler’sche Gesetz, wobei die Bahn
des radial einfallenden Teilchens eine entartete Ellipse beschreibt.
Zum Zeitpunkt des Kollaps miisste die Dichte unendlich groft (p — oo) werden,
wenn die ganze Masse im Zentrum der Sphére konzentriert ware. In der Realitat wird
dieser Fall aber nicht eintreten, allein schon aus dem unwahrscheinlichen Grund, dass
solche iiberdichten Regionen perfekt spharisch und symmetrisch aufgebaut sind. Da
das Universum kontinuierlich expandiert und die Hintergrunddichte abnimmt, wollen
wir nun die zeitliche Entwicklung der Dichte innerhalb der iiberdichten Sphére im
Vergleich zur abnehmenden Dichte des Universums genauer betrachten: Weil wir das
Universum als gute Anndherung als flach ansehen konnen, lésst sich jede kosmische
Zeit t in Abhéngigkeit vom Hubble-Paramter H (t) folgendermafien ausdriicken [35]:
2

t= 3H—(t) (2.13)
Genauso lasst sich die kritische Dichte p, fiir ein flaches Universum mit Kriimmungs-
faktor k£ = 0 zu jeder kosmischen Zeit angeben [35]:

~ 3H(1)?

pelt) =~ (2.14)

pe=1,9-1072% kgm—3h? ist der heutige Wert [35], wobei h = Hy/ 100 kms~! Mpc™!
eine dimensionslose Zahl ist und als reduzierte Hubble-Konstante definiert wird,
weil der Hubble-Parameter H, je nach Messmethode einen unterschiedlichen Wert
aufweist, der zwischen 67 kms™ Mpc™ und 73 kms™! Mpc™! liegt [23]. Setzt man
H(t), ausgehend von Gl. (2.13), in Gl. (2.14), kann man die kritische Dichte auch,
direkt von der Zeit abhéngig, umschreiben [35]:

1

pe(t) = oG (2.15)

Da wir mit Gl. (2.3) und Gl. (2.4) den Radius und die Zeit in Abhéngigkeit des
Hilfsparameter n darstellen, ergibt sich fiir p.(t)

27 1
t) = p.(t) = - 2.16
1) = 2i0) = 3 s (2.16)
Die Dichte einer Sphéare p, ergibt:
M
s(t) = ——— 2.17
p ( ) %WTS(t) ( )
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bzw. durch n ausgedriickt:

M1
7R3 (1 — cosn)?

ps(t) (2.18)

Interessant ist aber nun der ,Kontrast” zwischen p. und p,. Daher definiert man in

der Kosmologie den sogenannten Dichtekontrast §(t) [7]:

ps(t) = p(t)(1 +6(1)) (2.19)

Teilt man p,(t) durch p(¢) und driickt Dichten durch Gl (2.16) und Gl (2.18) aus,
ergibt sich folgendes Verhaltnis:

6 M 1
st ™ —COs 9MGt2 — si 2
P ( ) _ 2}7%73 (1 . 77)3 _ > 30 (77 Sln77)3 =1 +5(t) (220)

Ersetzt man noch R® durch das dritte Kepler’sche Gesetz (2.12), kiirzen sich simt-

liche Konstanten heraus, wodurch nur noch ein Vorfaktor iibrig bleibt:

ps(t)  9GMtZ (n —sinn)?
p(t) — p226MiZ (1 — cosn)?

(n — sinn)®
(1 —cosn)3

_ g —146(0) (2.21)

Das Ergebnis fiir den Dichtekontrast hangt erstaunlicherweise weder von der Masse
noch von der Kollapszeit einer iiberdichten sphéarischen Region ab, sondern nur von
der Hilfsvariblen 7). Fiir den Dichtekontrast zum Zeitpunkt der gréfsten Ausdehnung,
den wir als turn-around-Zeitpunkt t,, bezeichnen, ergibt sich nach t;,, = t./2, also
bei n = 7 [35]
Oln=sinn)® 9% ye5_ 5(t) (2.22)
2 (1 —cosn)? 16
Diese Herleitung des Dichtekontrasts beruht auf den Fakt, dass Halos im Inneren
hochgradig nicht-lineare Dichten aufweisen [5]. Man kann aber auch im Rahmen der
linearen Storungstheorie fiir 7 < 1 einen Dichtekonstrast d;;, zum Kollapszeitpunkt
t. herleiten, der bei [35]

Sin(t) ~ 1,69 (2.23)

liegt und als Schwellenwert fiir den Kollaps einer ideal sphérischen, iiberdichten
Region gilt. Dieser Wert findet Anwendung im Press-Schechter-Formalismus, bei
der es um die Verteilungsfunktion von Halos mit einer gegebenen Masse geht [5].
Fiir eine einfache und leicht nachvollziehbare Herleitung von 4y, sei auf [35] oder

auf eine sehr detaillierte Herleitung auf [5] verwiesen.
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2.2 Virialisierung von Halos

Wie schon bereits angemerkt wurde, wiirde in einem idealisierten Modell die gesamte
Masse in einem Punkt kollabieren, sodass die Dichte unendlich grofs werden miisste.
Danach wiirde wieder die Expansion folgen und erneut ein Kollaps. Die Realitét
zeigt aber einen anderen Ausgang. Da wir Galaxien oder Galaxienhaufen heute be-
obachten konnen, muss irgendein Prozess abgelaufen sein, der dafiir gesorgt hat, dass
der Kollaps zum Stillstand gekommen ist. Das System muss dann bei einer gewissen
Ausdehnung eine Art Gleichgewichtszustand eingenommen haben. Dieser Prozess
wird auch Virialisierung genannt, der mit dem Virialtheorem zusammenhéngt [5].
In Realitédt besteht der Kollaps nicht aus einer kontinuierlichen, zusammenhéngen-
den Masse, sondern eher auch einer Anordnung von vielen Teilchen mit einer be-
stimmten Masse und einer bestimmten raumlichen Anordnung. Alle Teilchen bilden
zusammen ein anndhernd kugelsymmetrisches System, in dem nur gravitative An-
ziehungskrifte untereinander herrschen [35]. Durchquert ein Teilchen in horizontaler
Ebene eine Region, in der sich sowohl oberhalb als auch unterhalb andere Teilchen
befinden, zieht das durchquerende Teilchen durch seine Anziehungskraft sowohl die
oberen als auch die unteren Teilchen zu sich (s. Abb. 2.2). Die Flugbahn des Teilchen
in horizontaler Richtung wird nicht beeinflusst, weil sich die Anziehungskréfte (von
oben und unten) aufgrund der symmetrischen Anordnung gegenseitig kompensieren.
Fliegt das Teilchen nun weiter, entsteht hinter ihm eine Ansammlung von Teilchen,
dessen Region eine hohere, lokale Dichte aufweist als die Region vor dem Teilchen.
Infolgedessen entsteht aufgrund der hoheren Dichte eine kollektive Anziehungskraft
auf das Teilchen, das seine Bewegung nun abbremst [22|. Diese Verringerung der Be-
schleunigung wird im Kontext von N-Korper-Bewegungen auch dynamische Reibung
genannt [35]. Abbildung 2.2 zeigt mit zeitlichen Abstand voneinander qualitativ, wie

man sich die dynamische Reibung besser vorstellen kann.
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Abbildung 2.2: Die dynamische Reibung mit zeitlicher Entwicklung von oben nach
unten qualitativ dargestellt fiir ein durchquerendes Teilchen (hier
in rot), das sich mit einer Geschwindigkeit in horizontaler Richtung
von links nach rechts bewegt, wihrend es gleichzeitig aufgrund seiner
Anziehungskraft die (gelben) Teilchen ober- und unterhalb anzieht.
Die lokal erzeugte, hohere Dichte bremst die Beschleunigung des
durchquerenden Teilchens ab. Bilder sind aus [22| entnommen.

2.2.1 Uber das Virialtheorem zum Virialradius

Da der Prozess dieser dynamischen Reibung aber schnell uniibersichtlich und mathe-
matisch kompliziert werden kann, wollen wir im Zuge der Virialisierung anschauen,
wie nun so ein chaotisches Teilchenensemble iiber den Kollaps hinweg in einen sta-
bilen Zustand gelangen kann [35]. Dafiir fordern wir, dass das System im zeitlichen
Mittel betrachtet weder expandiert noch kollabiert. Da wir jedem Teilchen einen
Ort x und einen Impuls p zuschreiben konnen, kann man das sogenannte Virial G

als Skalarprodukt des Ortes und des Impulses als Summe von N Teilchen definieren
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[35]:
G=> p-m (2.24)

Die zeitliche Anderung des Virials G liefert:
dG  d o~
— =T (2.25)
Nach Anwendung der Produktregel folgt:
N N
Die beiden Terme auf der rechten Seite lassen sich wie folgt umschreiben [17]:
N N N . N
Spn-YF& wd Y pi- 5w (227

Der Ausdruck Zf\[ﬁ -v; = m - |v;)> = 2T entspricht damit dem Doppelten der
kinetischen Energie 7" [35]. Gl. (2.26) ergibt demnach:

N

4G SR @ 42T (2.28)

%:

Jetzt berechnen wir einen zeitlichen Erwartungswert, indem wir zuerst auf beiden

Seiten von Gl. (2.28) bis zu einer Zeit 7 integrieren:

T

T T N
/%—/ (a ‘ Pz%) dt—/ (ZECL‘Z +2T> dt (2.29)
0 0 ! ‘

0

Den mittleren Ausdruck kénnen wir vereinfachend umschreiben, da sich das Integral
mit der Zeitableitung gegenseitig authebt, sodass die Virial-Funktion selbst, an den

Integrationsgrenzen ausgewertet, librig bleibt:

> [Bi(r) - mi(r)) —Z [7:(0) - 7;(0)] = / (ZF:? +2T) dt (2.30)

% % 0 %

Wenn wir annehmen, dass die Teilchen zu Beginn der Simulation aus der Ruhe

starten, sodass p(0) = 0 ist, fallt der zweite der Term auf der linken Seite von

10
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Gl. (2.30) weg. Zum Schluss mitteln wir die beiden Seiten der Gleichung mit der

Zeitdauer 7 und erhalten,

: ~ [pi(7) <ZF z; +2T> (2.31)

wobei ausgenutzt wurde, dass per definitionem fiir den Erwartungswert der Zeit
einer beispielhaften, zeitabhéngigen Grofe A(t) gilt [18]:
t
1
(A) = lim p A(t') dt’ (2.32)

0

Im Grenzfall lim wird die linke Seite von Gl. (2.31) null, sodass sich ergibt:

T—00

0= <Z F - :?> + (2T) (2.33)

Nun koénnen wir noch die Kraft }7: néher spezifizieren [17]. Logischerweise wirken
unter den Teilchen nur Anziehungskréfte geméaft dem Newton’schen Gravitationsge-
setz. Die Kraft, die auf ein Teilchen ¢ von einem Teilchen j wirkt, lautet

— Gmym; (7 —

Fy=- z) (2.34)

|xz - IJ|3

Summieren wir iiber alle Kréfte, die auf Teilchen ¢ wirken, auf, erhalten wir die

Gesamtkraft ]*_})
E=Y"F, (2.35)
J#i
Da wir letztendlich den Ausdruck Zf; - 7, auswerten wollen, miissen wir noch
beriicksichtigen, dass nach Newtons drittem Axiom gilt, dass sowohl Teilchen ¢ eine
Kraft auf Teilchen j ausiibt und umgekehrt, also ]—72—; = —E_: Dadurch ergibt sich:

0=F, T, +F; -7 (2.36)
= Fy -2 — Fy -7} = Fy - (7 — 7)) (237)

Setzt man fiir Z—TZ noch Gl. (2.34) ein, erhélt man:

- — Gmym; —> - =
SR m=-Y = 75 J|3 —z)- (T, —T)) (2.38)
[ i>] ¢

11
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—

Unter Ausnutzung, dass (7; — ;) - (7; — &;) = |7; — 7;|* ergibt, folgt letztlich [17]:

Gmym;
- =V 2.39
|:EZ) _ ZL']| J ( )
Dieser Ausdruck ist die potentielle Energie V;; fiir ein Teilchenpaar. Summiert man

noch iiber alle Teilchenpaare auf, erhélt man die gesamte potentielle Energie V:

— Gm;m;
§ F, E — 7 2.40
7 — i< ’Q:Z - x]‘ ( )
¥ Fiy 7

Damit lautet Gl. (2.33) final [17]
(V)+@2T) =0 (2.41)

und wodurch das Virialtheorem resultiert. Erfiillt so ein System das Virialtheorem,
bedeutet das, dass es im zeitlichen Mittel stabil ist und somit weder weiter kolla-
biert oder noch sich weiter ausdehnt [17]. Das heift aber nicht, dass das System
statisch ist, denn die Teilchen bewegen sich weiterhin innerhalb des Gravitationspo-
tentials [17]. Mithilfe des Virialtheorems ldsst sich nun herleiten, welche Ausdehnung
bzw. welchen Radius ein sphérischer Halo erreichen wird, wenn er die Virialisierung
durchlaufen hat. Diesen Radius bezeichnen wir als Virialradius R,;.. Wir betrachten
den Halo, wenn auch etwas unrealistisch im Vergleich zu den vorherigen Schritten,
erst einmal mit dem Gravitationspotential einer Vollkugel mit einer homogenen,
konstanten Dichte p und einem Radius R [35]. Die Masse hiangt vom betrachteten

Radius ab, da

M(r) = %W’?’ P (2.42)

gilt. Das Gravitationspotential ®(r) auf der Oberflache der Sphére betragt
GM
o(r) = —EM) (2.43)

r

Nun konstruiert man sich das System wie eine ,Zwiebel“, die man Schale fiir Schale
aufbaut, und immer ein Stiick Masse, die aus dem Unendlichen kommt, der Kugel
angefiigt wird [35]. Jede Schale hat einen Oberflicheninhalt von A(r) = 4mr? und

bei konstanter Dichte auch ein Massenelement dm, das sich tiber

dm = pdVi = pA(r) dr = p4rr?® dr (2.44)

12
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berechnen lésst, wobei Vi das Volumen der Kugel meint. Die potentielle Energie V'
der Kugel ergibt sich durch:

GM(r)

dV =®dm = — pdmr? dr (2.45)

Setzt man fiir M (r) noch Gl. (2.42) ein, erhélt man:

16m2G

dv = —
3

rp® dr (2.46)

Integration von r = 0 bis zum Gesamtradius r» = R ergibt [35]:

V_

(2.47)

167r / 167r2G R
_ 2 .
=0

Nun kann man auf der rechten Seite die Grofen umsortieren und ausnutzen, dass
M = pVi ist:

1672G L R® 3G [(47R3 \* = 3GM?
_ oG _ 2 9.48
v T 5R< 3 p) 5 R (2.48)
2
=M

Da alle Teilchen bzw. das gesamte System zum Zeitpunkt der groften Ausdehnung
ruht, also v = 0, ist die Gesamtenergie F;, einfach E;; = V. Um nun auf den

Virialradius R,; zu kommen, schreiben wir Gl. (2.41) um zu

LA (2.49)

und setzen diese Gleichung in die Gleichung fiir die Gesamtenergie ein:

B =)+ 0 =01~ (5) = (3) (2.50)

Da wir weiterhin von der Erhaltung der Gesamtenergie vom Turn-around-Punkt
bis zur Virialisierung ausgehen, kénnen wir die Ausdriicke in Gl. (2.48) und (2.50)
miteinander gleichsetzen, wobei wir auf der linken Seite den Virialradius mit R,
kennzeichnen:

(2.51)

1 (_3GM2> 3G’

2\ 5 R, 5 R

13
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Kiirzt man beide Ausdriicke, ergibt sich das Endergebnis

1 1 R
h— =5 (2.52)

Das Ergebnis sagt demnach aus, dass die Ausdehnung eines virialisierten Halos einen
Radius R,;. einnimmt, der halb so grofs ist wie der Radius R bei der grofsten Aus-
dehnung. Die Realitét ist deutlich komplexer. Denn die Herleitung des Virialradius’
iiber das Virialtheorem betrachtet hier eine vollig isolierte sphérische Region, in
der sowohl Masse als auch Energie erhalten bleiben. In der Realitdt dagegen kon-
nen durch Zwei-Korper-Bewegungen Teilchen herausgeschleudert werden, wodurch
es zum Massenverlust kommt (engl. mass ejecction) [21| oder es auch zum Ver-
schmelzen kleinerer Halos kommt, um grofere Halos zu bilden (engl. merging). Dies

ist auch das Grundprinzip, wie sich hierarchische Strukturen bilden [24].

2.2.2 Der Dichtekontrast nach der Virialisierung

In der Kosmologie verwendet man fiir den Virialradius nicht einfach nur Gl. (2.52),
sondern definiert diesen iiber den in Kapitel 2.1 bereits eingefiihrten Dichtekon-
trast 0. Nun soll aber der Dichtekontrast eines Halos hergeleitet werden, der die
Virialisierung durchlaufen hat (mehr dazu vgl. Kapitel 2.4.2). Zwei Dinge miissen
dafiir noch beriicksichtigt werden: Zum einen gilt der Dichtekontrast §(t =t,) =
ps(tia)/p(tia) = 4,55 (— Gl (2.22)) fiir eine tberdichte, sphérische Region eben
nur am turn-around-Punkt. Die Dichte des Halos nimmt aber bis zum Kollaps zu.
Bildet man das Verhéltnis der Dichten des Halos ps(t,) zum turn-around-Zeitpunkt
tio und pg(ty;) zum Zeitpunkt der Virialisierung t,;., ergibt sich [17]:

3M

S tvir T Ra ’
p ( ) — 4 ng — < i ) (253)

Ps (tta) 47?_]1%@ Rvir

Nutzt man Gl. (2.52) aus, vereinfacht sich der Ausdruck zu:

ps (tvir) <2Rvir ) ° 3
= =2"=8 2.54
Ps (tt(z) Rvir ( )
Ps(tvir) = 8ps(tia) (2.55)

Die Dichte zum Zeitpunkt der Virialisierung hat sich gegeniiber ps(t;,) verachtfacht.

Zum anderen muss man auch noch die abnehmende Hintergrunddichte des Univer-

14



KAPITEL 2. DUNKLE-MATERIE-HALOS

sums, wihrend die Virialisierung ablauft, mitberiicksichtigen. Da fiir die Kollapszeit
t. = 2t;, gilt und die Virialisierung in der Annahme nach etwa t,;, ~ t. = 2t
vollendet ist, lassen sich die Hintergrunddichten p. zum Zeitpunkt ¢;, und t,;. als
Verhéltnis aufschreiben [17]:

_ 1 2
c tvir T Gt2, 2fa
p ( ) — 6 Gt'uz’r — ( ) (256)

t ~ L tyi
peta) —~GL(2.15) 677Gt v

Nutzt man noch aus, dass t,; =~ t. = 2t;, gilt, dann vereinfacht sich der Ausdruck

- pc@m’r) . ta 2 - 1
pe(tia) (?) 1 (2.57)
pc(tvir) = ipc(tta) (258)

Die Hintergrunddichte p.(t,;-) ist demnach auf ein Viertel gegeniiber p.(t;,) ge-
sunken. Nun lasst sich final der Dichtekontrast zum Zeitpunkt der Virialisierung

aufschreiben als [17]:

S tvir 8 S ta s ta 9 2
6, = P24 )=1p<t)=32-p(t)=32-lz178 (2.59)
po(tvir) ch(tta) pc(tta) 16
——
— GL.(2.22)

Das Ergebnis sagt also aus, dass ein im Einstein-de Sitter-Universum virialisierter
Halo einen Dichtekontrast von etwa d,;, = 178 besitzt. In der Fachliteratur wird der
Wert aufgrund von numerischen Simulationen oftmals auf 200 aufgerundet und als
der Virialradius Rogg = R, gekennzeichnet. Ein weiterer Grund fiir die Definiti-
on des Virialradius’ ist zudem, dass Halos keine festen Grenzen zugewiesen werden
kénnen [15]. Die Dichte eines Halos ist letztendlich 200-mal grofser als die Hinter-
grunddichte.

2.3 N-Korper-Simulationen zum Kollaps von
Dunkle-Materie-Halos

Fiir die Etablierung der durchgefiihrten Simulationen wurde fiir diese Abschlussar-
beit die Programmiersprache Python verwendet. Die Simulationen selbst wurden auf
dem Hochleistungscomputersystem bwUniCluster 3.0+KIT-GFA-HPC' 3, der sich im
Wissenschaftlichen Rechenzentrum (SCC) am Karlsruher Institut fiir Technologie
(KIT) befindet, durchgefiihrt.

15
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2.3.1 Numerische Stabilitat

N-Korper-Simulationen sind chaotische Systeme, deren Ergebnisse nicht mehr analy-
tisch 16sbar sind, sondern numerisch. Jede leichte Anderung der Anfangsbedingungen

fithrt langfristig zu anderen Ergebnissen, die exponentiell anwachsen kénnen |7]:
16T (t)| =~ |6 (0)] - e/t (2.60)

8 bezeichnet eine kleine, anfingliche Anderung in der Phasenraum-Koordinate,
bestehend aus den generalisierten Orten ¢ und den Impulsen 7. t;, ist hier die Lja-
punow-Zeit und beschreibt die Zeit fiir das Anwachsen infinitesimaler Anderungen
[7]. Dennoch kénnen durch den Algorithmus bedingt numerische Fehler entstehen,
die die tatséchlichen Ergebnisse verfialschen kénnen. Diese ,numerischen Artefakte
sollen so gut wie moglich kontrolliert und minimiert werden. Das Ziel solcher Simu-
lationen ist es also, dass die simulierten Ergebnisse gegen die tatsdchlich, wahren
Ergebnisse aus der Natur konvergieren. Fehler, die bei der Simulation auftauchen
konnen, sind zum einen Rundungsfehler des Computers, da dieser nur eine bestimmte
Anzahl an Nachkommastellen berechnen kann. Das konnte die exponentielle Abwei-
chung nach Gl. (2.60) wihrend der Simulation verstirken. Eine weitere Fehlerquelle
konnen Diskretisierungsfehler bei der Wahl der Zeitschrittlangen At sein, mit der
die Bewegungsgleichungen gelost werden [8].

Dennoch besitzen Boekholt et al. zufolge solche N-Ko6rper-Simulationen eine sta-
tistische Aussagekraft: Zwar kénnen die simulierten Trajektorien einzelner Teilchen
aufgrund der numerischen Fehler von den wahren Trajektorien abweichen [8]. Sie
durchlaufen einen alternativen, aber dennoch physikalisch moéglichen Pfad im Pha-
senraum. Damit bleiben die makroskopischen, statistischen Verteilungen des Ge-
samtsystems erhalten [8]. Damit die N-Ko6rper-Simulation aussagekriftige Ergebnis-
se liefert, ist eine Berticksichtigung der numerischen Parameter unerlésslich, da diese
auch den Ausgang der Simulation beeinflussen konnen, anstatt die korrekte physi-
kalische Realitat abzubilden. Konkret miissen folgende Parameter, die auch Power

et al. in [34] auffiihren, beriicksichtigt werden:
e Der N-Korper-Code selbst
e Das Verfahren, um die Anfangsbedingung zu erzeugen
e Die Korrektheit der Kraftberechnung der Teilchen

e Das numerische Integrationsverfahren

16
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e Die passende Wahl der Zeitschritte
e Der Softening-Parameter

Im Folgenden werden ein paar ausgewahlte Methoden néaher ausgefiihrt.

2.3.2 Numerische Integrationsmethoden

Da die Bewegungsgleichungen fiir N-Korper-Probleme (ab N > 2) im Vergleich zum
Ein-Korper- und Zwei-Korper-Problem analytisch nicht mehr l6sbar sind, greift man
auf verschiedene numerische Methoden zuriick. Zur Losung der Bewegungsgleichun-
gen verwendet man einen sogenannten symplektischen Integrator, der fiir die nume-
rische Losung von Hamilton’schen Gleichungen angewendet werden kann [7]: dieser
hat allgemein die Aufgabe, die Gesamtenergie eines Systems zu wahren, damit es
wahrend der Simulation nicht kiinstlich zu Energieverlusten oder -zunahmen kommt
(numerische Dissipation). Dafiir muss das Volumen des Phasenraums zeitlich kon-
stant bleiben (vgl. Liouvill’sches Theorem) [7].

Im Folgenden sollen zwei Integrationsmethoden, ein symplektischer und nicht-sym-
plektischer Integrator, kurz vorgestellt und verglichen werden, um zu zeigen, welche
Methode sich fiir die N-Korper-Simulation zum sphérischen Kollaps eines Dunkle-

Materie-Halos besser eignet.

Euler-Verfahren Dieses Verfahren ist ein Beispiel fiir einen nicht-symplektischen
Integrator und zeichnet sich dadurch aus, dass alle Anderungsraten wie beispiels-
weise die Geschwindigkeit oder Ort linear angendhert werden. Méchte man die Ge-
schwindigkeit v; = .T_; eines Teilchens j unter dem Einfluss einer Beschleunigung

a; = 17; = :?; zu einem Zeitpunkt ¢ berechnen, lautet die Bewegungsgleichung [10]:
T3 (tns1) = Z5(t) + At - T5(t) (2.61)

und fir den Ort:
z_J?(tn-l—l) = m—ﬂtn) + At - @)(tn) (2-62)

At bezeichnet das Zeitintervall und n die Anzahl der Wiederholungsschritte (Itera-
tion). Das Procedere der Rechnungen lauft immer nach folgenden Schema ab: Man
startet mit einem Anfangsort z)(¢,) und einer Anfangsgeschwindigkeit Z7(t,) zum
Zeitpunkt ¢, nach einem Zeitschritt n [10]. Mit dem Anfangsort berechnet man die
Beschleunigung :v_; (tn), die beispielsweise iiber das Newtonsche Gravitationsgesetz

definiert werden kann, wobei das Gesetz auch Grundlage fiir die Simulation des
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Dunkle-Materie-Halos in dieser Abschlussarbeit ist. Die Beschleunigung ist gegeben
durch [10]

(2.63)

und definiert die Summe der einzelnen Beschleunigungsvektoren, die jedes Teilchen
¢ auf Teilchen j ausiibt. Mit der berechneten Beschleunigung wird dann zusammen
mit der Anfangsgeschwindigkeit die ,neu aktualisierte Geschwindigkeit 97; (tni1) ge-
méf Gl. (2.61) zum Zeitpunkt ¢,,1 berechnet und mit jener Geschwindigkeit der
sneu aktualisierte Ort z;(t,4+1) nach Gl (2.62) [10]. Dann beginnt das Procedere
von vorne. Doch hier zeigt sich die Ungenauigkeit des Eulerverfahrens, denn die
Beschleunigung eines Objekts wird fiir das betrachtete Zeitintervall At als konstant
angenommen, wihrend in Realitdt die Beschleunigung mafigeblich vom Ort abhéngt
und sich innerhalb des Zeitintervalls schon wieder geindert haben konnte. Infolge-
dessen wachsen die Fehler mit Zunahme der Iterationen in der Ordnung O(At) an
[30]. Es kommt zur Abweichung der numerischen Ergebnisse mit realen Ergebnissen,

da die Energieerhaltung langfristig verletzt wird.

Velocity-Verlet-Verfahren Dieses Verfahren ist ein Beispiel fiir einen symplek-
tischen Integrator und basiert auf dem Prinzip des Leap-Frog-Verfahrens (dt.: Bock-
sprung-Verfahren), bei dem man mit halben Zeitschritten zwischen einem Zeitpunkt
t, und t,41, also ,1/2 rechnet. Beim klassischen Leap-Frog- Verfahren werden Ort
und Geschwindigkeit abwechselnd bestimmt, weil beide Grofen nicht gleichzeitig
zum selben Zeitpunkt bekannt sind [38]. Die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢,11 /2
ergibt dann [10]:

. At .

Zi(t,) + 7?j(tn) (2.64)
Mit dieser berechneten ,Halbzeit-Geschwindigkeit wird nun der Ort zum vollen

Zeitschritt ¢, berechnet [10]:

T j(tnrijo) =

Ti(ty) = T;(tn) + At - Ti(tnsa/2) (2.65)

Anschliefend wird mit dem neu bestimmten Ort 7';(¢,) die Beschleunigung fiir ¢,
ermittelt und dann im Abschluss die Geschwindigkeit im vollen Zeitschritt berechnet

[10]:
= = At -,
xj(tn-i-l) - xj(thrl/Q) + 7 xj(tn+1) (2-66)

Der Vorteil des Velocity-Verlet-Verfahrens liegt darin, dass sie eine deutlich bes-

sere numerische Stabilitdt im Vergleich zum Euler-Verfahren mit sich bringt und
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deshalb auch fiir die N-Korper-Simulation verwendet wird. Abbildung 2.3 zeigt die

3 3
Euler integration —— Verlet integration

—— Analytical solution —— Analytical solution
2 24
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Abbildung 2.3: Vergleich der beiden Integrationsverfahren im zeitlichen Verlauf am
Beispiel des eindimensionalen harmonischen Oszillators; entnommen
aus [10].

Unterschiede der beiden Integrationsverfahren am Beispiel des harmonischen Oszil-
lators. Beim Euler-Verfahren nimmt die Amplitude der Schwingung kontinuierlich
zu, wodurch dem System kiinstlich Energie zugefiigt wird und die Energieerhaltung
verletzt. Beim Verlet-Verfahren zeigt sich eine Ubereinstimmung zwischen den ana-
lytischen berechneten und den simulierten Ergebnissen. Symplektische Integratoren

konnen die Energieerhaltung besser als nicht-symplektische bewahren [§].

2.3.3 Force-Softening und Zeitschritte

Force-Softening Das softening €, das in der Abschlussarbeit weiterhin als engli-
sches Wort verwendet wird, heifit wortlich iibersetzt weich machen oder abschwdchen
und ist ein Parameter, der bei Berechnung von Kréften in N-Koérper-Simulation ver-
wendet wird. Der Zweck dieses softening wird einem schnell bewusst, wenn man
sich iiberlegt, wie sich die Anziehungskraft zweier Korper verhélt, wenn ihr Ab-
standsquadrat immer kleiner wird oder gar gegen Null geht (r — 0). Geméfs dem
Newton’schen Gravitationsgesetz gilt fiir die Kraft in Abhéngigkeit des Abstands:

Fo (2.67)

Strebt der Abstand r — 0, wird demnach die Kraft F' — oo gehen. Da ein Com-
puter aber keine “unendlichen” Werte fiir die Kraft berechnen kann, fiihrt man das
softening € ein, um das Kraftgesetz zu modifizieren und eine obere Schranke fiir die

Kraft einzufiihren. Die Teilchen, aus denen der Halo in den Simulationen besteht,
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sind hier nicht als Atome oder winzig kleine Punktteilchen aufzufassen. Denn ein
echter Halo (ohne sichtbare Materie) besteht aus einer unvorstellbar grofen Zahl
an ,,.Dunkle-Materie-Teilchen“. Der Computer miisste fiir jedes Teilchen N zu jedem
anderen Teilchen N — 1 die Wechselwirkungskraft berechnen, was sehr schnell den
Rechenaufwand massiv iibersteigen wiirde. Denn fiir die Gesamtzahl der Kraftbe-
rechnung Fy,; gilt [27]:

Fiop = N-(N —1)~ N? (2.68)

Wenn wir beispielsweise annehmen, dass ein Halo aus N = 10% Dunkle-Materie-
Teilchen besteht, dann wiire F,; ~ (10%°)% = 10'?°, was einer unvorstellbaren groRen
Summe entspricht, fiir die ein Computer zur Berechnung ewig Zeit bréauchte. Bei kol-
lisionsfreien N-Korper-Simulationen werden daher haufig viel weniger Teilchen Ng;,,
verwendet als das System aus realen Teilchen N,..,; besteht (Ngi, < Nyear) [7]. Dar-
aus folgt dann auch, dass die simulierten Teilchen mit der Masse Mg;, so aufgefasst
werden, dass sie die Masse von mehreren Dunkle-Materie-Teilchen Mp,; — quasi wie
,Makro-Teilchen“ — représentieren und entsprechend eine Masse von mehreren Son-
nenmassen haben kénnen (Mpy, < Mg;y,). In Simulationen von Kugelsternhaufen
repréasentiert ein Teilchen beispielsweise die Masse eines jeden Sterns [27].
Intuitiv konnte man sich denken, das Kraftgesetz dann folgendermafsen zu modifi-
zieren: )

F x e (2.69)
Diese Formel ware zwar konsistent mit den Einheiten, wére aber dennoch nicht ganz
richtig. Denn wenn man das Gravitationspotential, das man iiber die Beziehung
—m - 6@(7‘) = F herleiten kann, berechnet, wire ®(r) oc In(r? + €2). Das entspricht

eben nicht dem Newton’schen Gravitationspotential

O(r) o« —— (2.70)

r

Stattdessen verwendet man das sogenannte Plummer-Potential 1],

GM
P(r) = —— 2.71
(1) =~ .1
dessen Bezeichnung auf den Kosmologen H.C. Plummer zuriickgeht. 1911 entdeckte
Plummer eine zufriedenstellende Dichteverteilung p(r) von offenen Kugelsternhaufen
[33]. Wendet man die Poisson-Gleichung (A® = 47Gp) auf die Dichteverteilung an,

erhdlt man das Potential ®(r) [9]. Wendet man aber nun —m - 6(13(7“) = F auf das
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kugelsymmetrische Plummer-Potential in Gl. (2.71) an, so folgt:

- GMm

}

Abb. 2.4 zeigt exemplarisch den Unterschied zwischen dem klassichen Newton’schen

12 4
—— Newton-Kraft ohne Softening (F < r=2)

)

. ; r
—— Newton-Kraft mit Softening (F « "=
10 A

(Frnax < 1/€?)

Gravitationskraft F(r)

0.0 0.‘2 0:4 0:6 0:8 1.‘0 l:Z
Abstand r

Abbildung 2.4: Qualitativer Vergleich zwischen dem Newtonschen Gravitationsge-
setz mit und ohne dem softening-Parameter (hier exemplarisch mit
e =10.25)

Gravitationsgesetz und dem mit einem softening € modifizierten Kraftgesetz. Inter-
essant ist hier, dass die Kraft fiir » = 0 auch null ergibt. Das erkennt man nicht
nur an Gl. (2.72), sondern ldsst sich auch physikalisch so erkldaren: Die Teilchen
erhalten mit dem Parameter € eine Ausdehnung, sodass sie sich kollisionsfrei, wie
es auch bei N-Korper-Simulationen zu beispielsweise Galaxienhaufen angenommen
wird, durchdringen konnen. Durchdringt nun ein Teilchen A ein Teilchen B, sodass
sich A vollstandig in B befindet, heben sich die Anziehungskréfte von B auf A voll-
standig auf. Die Kraft ist fiir einen kurzen Moment tatséchlich null. Fiir r = € ergibt
sich die maximale, gedeckelte Kraft mit F},,, oc 1/€2.

Die Frage ist aber nun, wie grof ein passender Wert fiir den softening-Parameter
gewahlt werden sollte, ohne die Kréfte der Teilchen kiinstlich zu verzerren. Eine
vorgeschlagene Faustregel in [27] lautet, den mittleren Abstand der Teilchen, die in
einer Kugel mit einem Volumen V verteilt sind, zu nehmen:

e~ V3 (2.73)

eilchen
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Das Volumen Viygjienen 1asst sich tiber das Kugelvolumen pro Gesamtzahl der Teilchen

wie folgt berechnen:

V uge éﬂ-Rvir
VTeilchen = I;Vgl =3 N (274>

Setzt man Gl. (2.74) in Gl. (2.73) ergibt sich fiir den softening-Parameter, wobei
R, den Virialradius bezeichnet [27]:

4-p3 \ 3 4\ /3
6:(%) :(§7T> - Ry - N7V/3 (2.75)

Fiir die in der Abschlussarbeit unterschiedlich verwendete Teilchenzahl N wurden
die Simulationen mit jeweils drei verschiedenen Werten fiir den softening-Parameter
durchgefiihrt. Der mit Gl. (2.75) berechnete Wert wird hier als eine Art maximales
softening (€,,q.) aufgefasst, sodass dann einmal die Hélfte sowie ein Viertel von
€mar als Werte herangezogen wurden. Tabelle 2.1 fasst die softening-Werte fiir die

verschiedenen N Teilchen zusammen:

Tabelle 2.1: Ubersicht iiber die in den Simulationen verwendeten softening-Werte
in Abhéngigkeit der Teilchenanzahl. Werte wurden aufgerundet. In der
Simulation ist R,; = 50/2 = 25 Codeeinheiten gewahlt.

N Teilchen 50 100 200 2000

Emas 11,0 87 70 372
emas/2 55 435 35 16
€mas/d 2,75 2,18 175 08

Zeitschritte Die Festlegung eines geeigneten Werts fiir die Zeitschritte spielt eine
wesentliche Rolle fiir die numerischen Stabilitdt einer N-Kérper-Simulation. Denn
wahrend der Zeit dndern sich die Abstdnde der Teilchen untereinander und damit
auch ihre Kréfte. Man stelle sich zwei Teilchen vor, die sich aufeinander zu bewegen:
Legt das Teilchen bei einer zu groften Zeitschrittlinge At eine grofse Strecke zuriick
und landet sehr nah beim anderen Teilchen, berechnet der Computer eine grofse Be-
schleunigung a zwischen diesen Teilchen. Wendet der Computer in diesem Moment
die Beschleunigung auf die gesamte Zeitschrittlange At an, dann fithrt dies falschli-
cherweise zu einer iiberhohten Geschwindigkeit Av geméfs der Formel Av = a - At.
Wenn sich die Teilchen in der Realitéit aber wieder voneinander entfernen, fallt auch
die Beschleunigung wieder ab. Ist der Zeitschritt aber zu groft gewahlt, fiihren die

Berechnungen zu Abweichungen von den realen Geschwindigkeiten unter den Teil-
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chen. Infolgedessen kann es vorkommen, dass Teilchen kiinstlich zu viel Energie
erhalten und wie durch einen Steinschleudereffekt (engl. slingshot effect) das gebun-
dene System des Teilchenensembles verlassen kénnen. Natiirlich konnte man einen
sehr kleinen, konstanten Wert fiir die Zeitschritte festlegen, miisste aber eine hohere
Berechnungsdauer des Computers in Kauf nehmen, um den Diskretisierungsfehler
zu minimieren. Jedoch fiihrt dies dazu, dass dann die Rundungsfehler eines Com-
puters zu nehmen, weil eben mehr Rechenschritte ausgefithrt werden miissen [8].
Im Allgemeinen bietet es sich bei N-Korper-Simulationen an, adaptive Zeitschritte,
die sich wéhrend der Simulation &ndern, zu verwenden, um eine hohere Genauig-
keit bei der wechselseitigen Kraftberechnung der Teilchen zu erzielen [34]. Power et
al. schlagen vor, die Zeitschritte At in Abhéngigkeit der Beschleunigung a und des

Softening-Parameters e ausdriicken. Konkret soll gelten [34]:

At =1 - \/g (2.76)

7 ist als eine dimensionslose Konstante definiert, die die Grofe der Zeitschritte kon-
trolliert. Power et al. halten aufgrund ihrer Ergebnisse den Wert n ~ 0, 2 fiir geeignet
[34]. Je kleiner der Wert gewéhlt wird, desto kleiner werden auch die Zeitschritte
und umgekehrt. Man erkennt auch an Gl. (2.76), dass At umso kleiner wird, je gro-
fser die Beschleunigung zwischen den Teilchen wird und umgekehrt. Daher bietet
diese Formel einen guten Kompromiss zwischen einer erhohten Genauigkeit bei der
Berechnung der Beschleunigung fiir nahe Begegnungen und die Vermeidung einer
unnotig hohen Berechnungsdauer, wenn die Distanzen der Teilchen grofer werden,

sodass auch grofere Zeitschritte ausreichen.

2.3.4 Verteilung der Teilchen in einer Sphare

Fiir die N-Korper-Simulation werden eine unterschiedliche Anzahl von N Teilchen
(N = 50;100;200;2000) gewéhlt und in einer Kugel mit einem Radius R zuféllig
verteilt. Fiir die zufillige Generierung der Winkelanteile wird fiir jeden Simulations-
durchlauf ein zufélliger Punkt in einem 2D-Parameterfeld ausgewéahlt [6]. Abbildung

2.5 zeigt schematisch so ein Parameterfeld.

23



KAPITEL 2. DUNKLE-MATERIE-HALOS

cos

+1

-1 > @
0 2T

Abbildung 2.5: Schematische Darstellung eines 2D-Paramterfelds mit dem Polar-
winkel +1 > cost > —1 auf der y-Achse und dem Azimutwinkel
2w > ¢ > 0 auf der x-Achse. Abbildung selbst erstellt.

Um eine isotrope Verteilung des Polarwinkel ¥ zu erhalten, ist es nicht moglich,
einfach eine Zufallszahl zwischen 0 und 7 fiir den Winkel zu wéhlen. Denn weil das

Flachenelement dA einer Kugel, beschrieben wird durch
dA = r?sind d) dip (2.77)

geht sin) — 0 an den Polen einer Kugel, also bei ¥ = 0 und ¥ = 7, und somit
geht auch das Flachenelement dA — 0. Wiirde man aufserdem die Teilchen iiber den
Winkel 9 gleich verteilen, hiatte man an den Polen der Kugel eine erhéhte Dichte
an Teilchen als am Aquator. Denn die Teilchen kénnen nahe des Aquators auf eine
grofsere Fléche verteilt werden als an den Polen. Um das zu vermeiden, wahlt man
eine Zufallszahl v im Intervall [—1, +1] fiir cos? [37], sodass sich nahe des Aquators
mehr Teilchen aufhalten als an den Polen.
Der Radius, also der Abstand eines jeden Teilchens zum Zentrum der Sphére wird
ebenso zufillig fiir jeden Simulationsdurchlauf gewéhlt. Die Verteilung der Teilchen
innerhalb der Kugel muss aber so erfolgen, dass die Dichte der Kugel iiber ihr ge-
samtes Volumen hinweg gleichméfig ist. Nun kénnte man sich vorstellen, die Kugel
in Schalen mit gleicher Schalendicke dr zu unterteilen und jede Schale mit dersel-
ben Teilchenanzahl aufzufiillen. Dann hétte man aber das Problem, dass die Dichte
der gesamten Kugel inhomogen wire, da die Kugelschalen, die weiter weg vom Zen-
trum sind, ein groferes Raumvolumen einnehmen als ndher am Zentrum befindliche
Kugelschalen. Denn es gilt:

dV = dxrdr (2.78)
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Demnach miissen die Kugelschalen mit einer jeweils unterschiedlich groffen Anzahl
an Teilchen aufgefiillt werden, um eine gleichméfige, homogene Dichte in der Kugel
zu erhalten. Das wird dadurch erreicht, indem eine sogenannte Inversion durch-
gefithrt wird [37]. Man generiert eine Zufallszahl v im Intervall [0, 1], die sich als

Verhéltnis
4z, 3

" = égg - (%)3 (2.79)

auffassen lasst. Wenn ein Teilchen sich bei » = R befindet, dann ist v = 1 und bei

r = 0 folgt v = 0. Nun formt man den Ausdruck nach dem Radius » um und zieht
die dritte Wurzel:
r=u?"R (2.80)

Abbildung 2.6 zeigt den qualitativen Vergleich zweier Moglichkeiten, wie die Teilchen

mit exemplarisch je N = 500 innerhalb einer Sphére verteilt werden kénnen.

50

g

Abstand r zum Zentrum (von O bis Rmax)

Abbildung 2.6: Qualitativer Vergleich der Teilchenverteilung innerhalb einer Sphére
mit R, = 50 flir exemplarisch N = 500 Teilchen mit Farbko-
dierung: Im linken Bild ist die Teilchenanzahl in jeder Kugelschale
konstant (puger ist damit inhomogen) und im rechten Bild nicht
konstant (pxuyge ist damit homogen).

Die linke Abbildung zeigt, dass die Dichte im Zentrum deutlich hoher ist, weil sich
sehr viele Teilchen in einem kleinen Volumen befinden, und nach aufen hin die
Teilchenzahl abnimmt. Das rechte Bild zeigt eine homogene Dichte innerhalb der

Sphére.

2.3.5 Skalierung der Bewegungsgleichungen

Da ein Computer keine Einheiten rechnen kann, miissen wir die Bewegungsgleichung

der Teilchen fiir die Simulationen in eine dimensionslose Form tberfithren. Dazu
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betrachten wir die allgemeine Bewegungsgleichung geméifs der Ursprungsgleichung

Gl. (2.1) fur ein Teilchen ¢, auf das andere Teilchen j eine Anziehungskraft ausiiben:

d rl Gm;m;
= Z i T3 — ;) (2.81)
i =T
Kiirzen liefert: v
d?r; Gm;
5 = _Z—W _;A|3(ri ) (2.82)
it bt

Nun fiihren wir dimensionslose Grofen fiir die Masse m; eines Teilchens, fiir den
Radius r; und die Zeit t ein,

~ ; ~ f ~ t
mj:% | F= | T=o (2.83)

wobei die Grofken My, Ry und T} die jeweiligen Bezugsgrofen sind. My bezeichnet
die Bezugsmasse, fiir die wir die Gesamtmasse eines Halos nehmen (My = M;).
Dadurch ergibt sich, dass wir eine dimensionslose Form der Gesamtmasse M., ein-

fiihren konnen:
— Myes B Myes

Myes = =
7 MO Mges

=1 (2.84)

Die Gesamtmasse M, ergibt sich durch das Produkt der Masse m eines jeden Teil-
chens und der Teilchenzahl N, also My.s = N - m, mit der die N-Korper-Simulation
durchgefiihrt wird. Hier wird auch die Annahme getroffen, dass die Teilchen alle die-
selbe, reale Masse haben sollen. Da fiir die Simulationen die Teilchenzahl N variiert

wird, verdndert sich auch die Masse m; in Abhéngigkeit der Teilchenzahl [3]:

.y Mges 1

My = — = N = — 2.85
m] MO Mges N ( )
Das bedeutet, dass die Einzelmassen m; umso kleiner werden, je weiter die Teilchen-
zahl erhoht wird und umgekehrt. Insgesamt heifst das, dass wir einen Halo mit einer
festgelegten Masse simulieren und die Anzahl der Teilchen, aus denen er besteht,
vergrofern, also schlichtweg die ,,Auflosung” des Halos mit variierender Teilchenzahl.
Als Letztes betrachten wir die Zeitskala und ersetzen nun die Grofsen r;, m; und
t in Gl (2.82) durch die dimensionslosen Skalierungen aus Gl. (2.83), womit wir

erhalten:
d*(RoT; G m; M -
C(Roh) _ _ S G Gp s Ry (2.86)
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Zieht man die Bezugsgrofen sowie die Konstante GG heraus, ergibt sich:

RO d2;f:l GMD N m] _ N

13 di? ( R? o m_ms(r rj) (2.87)
Sortieren der Grofien liefert:

&F (GMT ﬁ: Wy .

a2 R3 ~ PG .

Die Uberpriifung der Einheiten im eingeklammerten Ausdruck zeigt,

CIM)[TY o ke s®  whbgs”

i T

dass Gl. (2.88) dimensionslos ist. Der eingeklammerte Ausdruck erinnert wieder an

1 (2.89)

das dritte Kepler’sche Gesetz mit R? o t2, wie wir es schon in der Herleitung fiir den
spahrischen Kollaps in Gl. (2.12) bemerkt haben. Fiir Tj erhdlt man den Ausdruck:

R
G M,

Ty = (2.90)

Vergleicht man 7" (ohne Index 0) und ¢, ganz allgemein miteinander, fallt auf, dass

m2R3 T R3
T - ~222T 2.91
~~~ ZGMQES \/§ GMges ( )
— Gl (2.12)
=T

gilt und ¢, und T sich damit um einen Faktor 2, 22 unterscheiden.
Genauso konnen wir die sogenannte Freifallzeit t7; angeben, die die Fallzeit der
Teilchen zwischen dem Turn-around-Punkt bei der grofiten Ausdehnung bis zum

Kollaps beschreibt. Dies entspricht genau der Hélfte der Kollapszeit:

1 2R3 T R3
b= = _ N ~1.117T 2.92
=9\ 2GM,e, — 202\ GMyey — (2.92)

—_———
=T

An der Stelle sei auch angemerkt, dass die Freifallzeit, die allgemein durch den

Ausdruck
3
trp = 2.93
1=\ 5265 (2.93)
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definiert ist, aus Gl. (2.2) fiir die spezifische Energie hergeleitet werden kann, wenn
man ein Punktteilen in Ruhe (v = 0 — E;; = E,») im Abstand r = R auf der
Oberflache einer Kugel (mit Radius R und konstanter, mittlerer Dichte p) annimmt
und die Gleichung nach der Zeit integriert [35].

Fiir das simulierte System konnen wir die Kollapszeit nach ¢, = 2,22 fo berechnen.
Die reale Zeit t. eines echten Halos kénnen wir wieder durch Einfithrung von di-
mensionslosen Bezugsgrofsen mit R = R/Ry, G=0aq /G und Mges = M/Mges in Gl

(2.91) umschreiben zu:

V2\ (G- G)(MyesMy) V2 \| GM,,, \| GMy '
T Tvo
%/O_/
tc

Weil iiblicherweise G = 1 gewihlt wird [3), Mges = 1 nach Gl (2.84) ist und der
Radius im Simulationscode nach freier Wahl auf R = 50 Code-Langeneinheiten

gesetzt wurde, ergibt sich fiir 7,:

N - 503
t,=2,22T, = 2,224/ 77 ~ 785,4 Codecinheiten (2.95)

Die Rechnung fiir ¢/ erfolgt analog wie Gl. (2.94) nur mit dem Vorfaktor 1/2 vor

dem Ausdruck. Damit lasst sich auch ’{f s in Codeeinheiten bestimmen.
ity = 1,11 T, ~ 392, 4 Codeeinheiten (2.96)

Die Kollapszeit £, betréigt laut den Ergebnissen der Simulationen etwa £, ~ 900—915,
also etwa das 1, 44- bis 1, 16-fache der theoretischen Kollapszeit t.. Das kénnte darauf
zurlickzufiihren sein, dass aufgrund der dynamischen Reibung, die sich durch die
asymmetrische Anordnung ergibt, sich Teilchen untereinander teilweise abbremsen
kénnen und das Zentrum der Kugel spéter erreichen.

Damit man eine Vorstellung iiber die Dauer der Freifallzeit bis zum Kollaps fiir
echte Halos erhélt, kann man nun fiir verschiedene Massen und Groéfen von Halos
die entsprechende Freifallzeit ¢; (oder auch ¢.) berechnen. Die Tabelle 2.2 zeigt eine
Ubersicht der gemif Gl. (2.92) berechneten Freifallzeiten in Gyr (= 1-10° a) an. Die
folgenden Werte sind hier nur als Beispielwerte aufzufassen, da ein Halo bei einer
gegebenen Masse je nach der kritischen Dichte des Universums zur Rotverschiebung

z mit einem bestimmten Radius korreliert.
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Tabelle 2.2: Freifallzeiten ¢y [in Gyr| fiir verschiedene (exemplarisch gewéhlte) Mas-
sen M und Radien 12 von Halos.

R
h 50 kpc 100 kpc 200 kpc

10100, 1,85 5,24 14,81
10" M, 0,59 1,66 4,68
10120, 0,19 0,52 1,48
1018 M, 0,06 0,17 0,47

Der Trend der Tabelle zeigt, dass die Freifallzeit umso langer dauert, je gréfer der
Radius des Halos wird. Und je grofer die Masse des Halos ist, umso schneller kol-
labiert er. Theoretisch wiirde ein — im Vergleich zu massereicheren Halos — leichter
Halo der Masse Mg, = 10°M und einer Ausdehnung von R = 200 kpc in einem
statischen Hintergrund mehr als das jetzige Alter des Universums an Zeit benoti-
gen, um zu kollabieren. Selbst wenn der Kollaps gleichzeitig mit der Entstehung
des Universum begonnen hétte, wire der Kollaps heute immer noch nicht vollen-
det. Dass solch ein Halo in der heutigen Zeit iiberhaupt nicht kollabieren konnte,
liegt auch daran, dass sein Dichtekontrast kleiner ist als der Wert, der in Gl. (2.22)
nach dem Modell des sphérischen Kollapses berechnet wurde. Betrachtet man den
Halo als sphérisch mit konstanter, mittlerer Dichte p und nimmt fiir die kritische
Dichte des Universums (fiir 2 = 0) p. = 9,2 - 107" m3kg~! (hyo)?, dann ergibt der
Dichtekontrast:

5= ~22 (2.97)
Pc

Ein Halo derselben Masse, aber mit kleinerem Radius von R = 50kpc hétte eine
Freifallzeit von etwa 1,85 Milliarden Jahre und hétte somit genug Zeit gehabt zu
kollabieren. Auch Halos groferer Massen und Radien wiirden in einer viel kiirze-
ren Zeit kollabieren als das Alter des Universums und kénnten damit als heutige

Strukturen beobachtet werden.

2.4 Ergebnisse der N-Korper-Simulationen

2.4.1 Zeitliche Entwicklung des Halokollapses

Nachdem in den vorherigen Unterkapiteln die Voraussetzungen fiir einen korrek-

ten N-Korper-Simulationscode sowie die Parameter dargestellt wurden, sollen im
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Folgenden hier die Ergebnisse der durchgefiihrten Simulationen aufgefiithrt und dis-
kutiert werden. Es wurde jede Anzahl an N Teilchen mit den drei vorher bestimmten
softening-Werten jeweils 100 mal simuliert. Das bedeutet, dass mit jedem Simula-
tionsdurchlauf eine leicht unterschiedliche Anordnung der Teilchen innerhalb der
Sphére erzeugt wird. Jedes Teilchen selbst startet aus der Ruhe, also v = 0. Au-
fserdem wird die Simulation sehr oft wiederholt, um das statistische Verhalten zu
zeigen.

Zur Darstellung der Ergebnisse sei angemerkt, dass der Medianradius aller Absténde
der Teilchen zum Zentrum der Kugel gegen die Zeit ¢ in Einheiten der Kollapszeit .
aufgetragen wurde. Der Median (anstelle des arithmetischen Mittelwerts) wird des-
halb gewahlt, weil er gegeniiber sehr grofen oder kleinen Werten robuster ist. Jede
Kurve selbst ist als Medianradius gegen die Zeit aufgetragen. In den Schaubildern
ist dann immer der Mittelwert (rote durchgezogene Kurve) aller Mediankurven mit

einer Standardabweichung von 4+10 abgebildet.

Die folgenden Schaubilder zeigen den Simulationsverlauf fiir N = 50 Teilchen bis zu

einer Zeit von t/t. = 15, also das 15-fache der Kollapszeit.
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Abbildung 2.7: Ergebnisse der durchgefithrten Simulationen fiir N = 50 Teilchen:
Fiir das obere Bild betréagt das softening €,,,, = 11,0, fiir das mitt-
lere €,,4:/2 = 5,5 und fiir das untere €,,,,./4 = 2, 75.

Die folgenden Schaubilder zeigen den Simulationsverlauf fiir N = 100 Teilchen bis

zu einer Zeit von t/t. = 15, also das 15-fache der Kollapszeit.

31



KAPITEL 2. DUNKLE-MATERIE-HALOS

60 ] ~—— Symmetrischer Kollaps (Theorie) Std. abw. Ried
= Durchschnitt der Medianradien (Rmeaq) — = Virialradius Ryir = Rmax/2
m 4
[-4
@ 40
o
2
e
] ~
w 301
2
h] v
&
20
10 A
0 1 .
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
ol Symmetrischer Kollaps (Theorie) Std. abw. Rmed
= Durchschnitt der Medianradien (Rmes) == Virialradius Ryir = Rmax/2
50 -
-4
@ 40
o
2
S
S
w 30 1
3
o WAL
]
-4

L)
o
i

10 4

0 T T T
1 2 3 4 5 6 7 8
0 ——— Symmetrischer Kollaps (Theorie) Std. abw. Rmed
= Durchschnitt der Medianradien (Rmeq) == Virialradius Ruir = Rmax/2
50 5

[+ 4
@ 40 1
K]
@
T 30 /’
v
2
k=] e bt e s i w | s e b e = -
]
-4

201

10.

] T 0 T T T T

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Zeit in Einheiten der Kollapszeit (t/tc)

Abbildung 2.8: Ergebnisse der durchgefiihrten Simulationen fiir N = 100 Teilchen:
Fiir das obere Bild betragt das softening €,,,, = 8, 7, fiir das mittlere
€maz/2 = 4,35 und fir das untere €,,,,/4 = 2, 18.
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Die folgenden Schaubilder zeigen den Simulationsverlauf fiir N = 200 Teilchen bis

zu einer Zeit von t/t. = 15, also das 15-fache der Kollapszeit.
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Abbildung 2.9: Ergebnisse der durchgefiihrten Simulationen fiir N = 200 Teilchen:

Fiir das obere Bild betragt das softening €,,,, = 7, 0, fiir das mittlere
€maz/2 = 3,5 und fiir das untere €,,,,/4 = 1, 75.

Die folgenden Schaubilder zeigen den Simulationsverlauf fiir N = 2000 Teilchen bis
zu einer Zeit von t/t. = 15, also das 15-fache der Kollapszeit.
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Abbildung 2.10: Ergebnisse der durchgefiihrten Simulationen fiir N = 2000 Teil-
chen: Fiir das obere Bild betriagt das softening €,,,, = 3, 2, fiir das
mittlere €,,4,/2 = 1,6 und fiir das untere €,,,,/4 = 0, 8.

Die griin gestrichelte Linie zeigt den Virialradius an, den das System der Theorie
zufolge nach Gl. (2.52) erreichen soll. Aufserdem ist in jedem Schaubild das Verhal-
ten eines idealisierten Systems (in Form der Zykloidenkurve), das in einem Punkt
kollabiert und sich wieder auf seinen urspriinglichen Radius bei der grofiten Aus-
dehnung expandiert, abgebildet. An dieser Stelle sei auch angemerkt, dass wir iiber
die gesamte Simulationszeit nur die Teilchen des jeweiligen Ensembles betrachten,
die zum gebundenen System gehdren. Denn ein Teil der Teilchen bekommt mit der
Zeit aufgrund von gravitativen Nahbegegnungen untereinander geniigend kinetische

Energie von anderen Teilchen iibertragen, sodass deren Gesamtenergie positiv wird
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und aus den gebundenen System geschleudert werden [21]. Es kann aber auch vor-
kommen, dass Teilchen zwar im System gravitativ gebunden sind, aber dennoch auf
langgestreckten Bahnen fliegen kénnen. Laut Joyce et al. nimmt auch der Anteil
der entweichenden Teilchen in den Simulationen mit der steigender Teilchenzahl N
zu [21]. Um die ,Ausreifer” fiir die Simulation auszusortieren, wurde im Simulati-
onscode ein entsprechender ,Filter* eingebaut, der dafiir Sorge trédgt und nur das
gebundene Teilchenensemble weiterberticksichtigt.

In allen Schaubildern, unabhéngig von der Teilchenzahl, lasst sich immer dasselbe
Muster erkennen. Alle Teilchenensembles kollabieren zum Zeitpunkt ¢, und dehnen
sich fiir einen kurzen Moment zur Zeit 1,2¢/t. bis knapp zum Virialradius R,
aus. Mit steigender Teilchenzahl wird dieser Peak nach dem ersten Kollaps immer
kleiner (vgl. Abb. 2.10 fiir N = 2000). An der Stelle zeigen sich die Unterschiede,
je nach gewéhltem softening e. Je grofer das softening gewéhlt wird, umso néher
kommt das System nach dem ersten Kollaps dem theoretischen Virialradius. Das
lasst sich damit erkldren dass ein hoheres softening eine geringere, abgeschwéchte
Anziehungskraft im gesamten System ausiibt, wodurch sich das Teilchenensemble
nach dem ersten Kollaps weiter ausdehnen kann als bei einem kleineren softening,
bei dem die gesamte Anziehungskraft unter allen Teilchen grofer ist und das System
kompakter halt. Nach dem ersten Kollaps zieht sich das Teilchenensemble in allen
Schaubildern bis 1, 5¢/t. minimal etwas zusammen und dehnt sich dann wieder aus.
Die Abstdnde zum Zentrum der iibrigen die Teilchen, die noch zum gebundenen
System gehoren, nehmen ab 1,5¢/t. kontinuierlich zu. Die Kurvenverldufe ndhern
sich nahezu asymptotisch zwischen R = 40 und R = 50 gegen Ende der Simulati-
onsdauer. Nur im Schaubild fiir N = 50 mit €,,,, = 11,0 liegt die Mittelwertkurve
nach ¢/t, = 15 bei etwa R ~ 35. Der méfige Anstieg im Vergleich zu den Ergeb-
nissen mit einem softening von €,,q,/2 und €,,,,/4 lasst darauf schliefsen, dass die
geringe Teilchenanzahl und das sehr grofse softening die Nahbegegnungen unter den
Teilchen deutlich abschwécht, wodurch weniger Teilchen herausgeschleudert werden
konnen und das gesamte System eine Ausdehnung nahe dem theoretischen Virialra-
dius behélt. Auffallig ist auch, dass das Einpendeln der Kurven auf ein annédhernd
konstantes Niveau nach einer kiirzeren Zeit erfolgt, je kleiner das softening gewahlt
wurde.

Alle Ergebnisse zeigen eindeutig, dass sich das System nach seinem ersten Kollaps
scheinbar mit der Zeit wieder ausdehnt. Das steht wohl scheinbar im Widerspruch
mit der Idee des Virialtheorems, das ja besagt, dass ein virialisierter Halo weder kol-
labiert noch weiter expandiert und sich im Gleichgewicht befindet. Dafiir betrachten

wir in detaillierter Ausfithrung die genauen Prozesse, wie ein Halo nach dem Kol-

36



KAPITEL 2. DUNKLE-MATERIE-HALOS

laps einen Gleichgewichtszustand erreichen kann. In den dargestellten Ergebnissen
wurde ein Halo simuliert, der nur aus Dunkle-Materie-Teilchen besteht und keine
baryonische Materie (Bestandteil von kosmischen Gas) enthélt. Wiirde ein Halo Gas
im Inneren beinhalten, dann wére es versténdlich, dass das Gas einen Gegendruck
zur kontinuierlich wirkenden Gravitationskraft aufbauen kann, um es in Gleichge-
wichtszustand zu bringen oder zumindest anndahernd.

Wie kann also trotzdem ein Dunkle-Materie-Halo durch den Prozess der Virialisie-
rung einen Gleichgewichtszustand erreichen? Jedes Teilchen besitzt eine geordnete,
(radiale) kinetische Energie, die aber dann wéahrend der Kollapszeit in ungeordnete
kinetische Energie iibergeht und wie ein ,Druck® wirken kann [5]. Damit aber die
Energien der Teilchen untereinander ,umverteilt® werden kénnen, braucht es eine
Art Streuprozess, der das bewerkstelligt. Die Teilchen werden an Schwankungen des
gesamten Gravitationspotentials gestreut, da sich das Potential ®(r,t) mit der Zeit
verandert und eben nicht konstant bleibt. Der Kosmologe Donald Lynden-Bell hat
fiir diesen Prozess den Begriff violent relaxation [26] gepriagt. Auf Deutsch wiir-
de man es wortlich mit ,gewaltsame Entspannung” iibersetzen. Das mit Absicht
verwendete Oxymoron soll betonen, dass der Prozess der Relaxation nicht wie bei
manchen Galaxienhaufen lédnger als das Alter des Universums andauern soll, sondern
auf der Zeitskala des freien Falls des Systems. In einem idealisierten System wiirde
die gesamte Masse der Kugel in einem Punkt zusammenfallen, wenn alle Teilchen
so angeordnet wéren, dass das Gesamtsystem perfekt symmetrisch mit homogener
Dichte ist. Alle Teilchen wiirden zur gleichen Zeit das Zentrum erreichen und wieder
ihren urspriinglichen Ort, von dem sie gestartet sind. Hat man dagegen eine leichte
asymmetrische Anordnung der Teilchen, wie es in den durchgefiihrten Simulationen
und in der Realitdt der Fall ist, erzeugt man damit lokale Dichte-Inhomogenitéten,
die dann dafiir sogen, dass Teilchen von ihren radialen Orbits abweichen und am sich
dndernden Gravitationspotential gestreut werden [36]. In [9] wird auch Begriff shell
crossing verwendet, der beschreiben soll, dass sich die Schalen, in die eine Kugel
unterteilt werden kann, aufgrund der Asymmetrie wihrend des Kollaps gegenseitig
kreuzen werden. Infolgedessen werden eben auf manche Teilchen ein der Teil der ki-
netischen Energie iibertragen, die aus dem gebundenen System geschleudert werden
kénnen, und andere Teilchen werden dementsprechend Energie verlieren. Wenn die
Energie eines einzelnen Teilchens in einem zeitlich schwankenden Potential ®(7(¢), t)
laut [7] nicht erhalten bleibt, kénnen wir schreiben, dass

dE(@t) 1 d|7(t)?

d_
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gilt, wobei die Energie E(t) eines Teilchens lautet:
1
E(t) = 5m\7(t)|2 +m®(7(t),1) (2.99)

Den ersten Ausdruck der rechten Seite in Gl. (2.98) kénnen wir umschreiben zu:

—5-2v-(m%)—v'm~a—v- F_) (2.100)
=—mVo

Den zweiten Ausdruck schreiben wir als totale Zeitableitung auf und nutzen dabei

die Kettenregel:

d 7 0D, 8xZ aq> S0 7 O
mECI) 7 ( Z 5o, o T 7 me (2.101)

Setzt man beide Ausdriicke in Gl. (2.98) ein, kommt man zu:

dr od

— = o o —— 2.102

o mT - VO +m7 - VO +m pr (2.102)

dE 0P
Oder umgeschrieben mit der spezifischen Energie e = FE/m nach [26]:

de 0P
- == 2.104
dt — ot (2.104)

Damit wére bewiesen, dass die Energie eines jeden Teilchens nicht erhalten bleibt,
wenn das Gravitationspotential wihrend der violent relaxation nicht konstant bleibt
und sich zeitlich é&ndert, obwohl die Gesamtenergie aller betrachteten Teilchen er-
halten bleibt [36]. Labini et al. erwdhnen in ihrer Publikation, dass der Ausgang der
wolent relaxation weniger gewaltsam® ablaufen wiirde, wenn die Teilchen zu Beginn
eine Anfangsgeschwindigkeit hétten, was auch als Kollaps mit ,warmen Anfangsbe-
dinungen®“ bezeichnet wird [41]. Die Anfangsbedingung der Teilchen, die hier mit
v = 0 simuliert wird, kann dementsprechend als Kollaps mit  kalten Anfangsbedi-
nungen angesehen werden. Mit der anfianglichen kinetischen Energie kénnten die
Teilchen eben einen ,,Druck® ausiiben kénnten, um ein stabileres Systems auszubil-
den (vgl. Kap. 2.4.3).

Lynden-Bell argumentiert, dass die violent relaxation auf einer dynamischen Zeits-

kala tgy, ablduft und damit viel schneller als normale kollisionsfreie Relaxationspro-
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zesse, die viel langer andauern (je nach Grofe des betrachteten Systems) [9]. Die
dynamische Zeitskala entspricht in diesem Kontext in etwa der Zeit des freien Falls
try, sodass

Tuio R ayn &~ Ly (2.105)

gilt. Die Zeitdauer entspricht gleichzeitig in etwa der Zeit, in der das Gravitations-

potential heftig schwankt.

2.4.2 Virialisierte Halos nach violent relaxation

Wenn der Prozess der wiolent relazation in etwa die Zeit fiir den freien Fall be-
notigt, miisste sich das System direkt nach dem Kollaps geméf dem Virialtheorem
nach Gl. (2.41) virialisiert haben. Dies kénnen wir darstellen, indem die Viralsumme
wieder gegen die Kollapszeit t/t. aufgetragen wird. Wie schon bei den vorherigen
Ergebnissen zeigt die hier in den Schaubildern dunkelgriine, durchgezogene Kurve
den Mittelwert der 100 simulierten Durchlaufe mit jeweils einer Standardabweichung
+10 an. Zusétzlich wurde auch noch mit einer rot gestrichelten Linie der Endwert
nach Gl. (2.31) abgebildet, da das klassische Virialtheorem mit 2(7") + (V') = 0 erst
nach sehr langen Zeitdauern 7, also lim,_,., = 0 ergibt. Selbst nach einer Simula-
tionsdauer von t/t, = 15 hat das Skalarprodukt von Impuls und Ort aller Teilchen
[Pi(7) - @i(7)]/7 einen endlichen Wert.

Da in allen Simulationen ja auch ein softening verwendet wird, bietet es sich an
dieser Stelle an, das Virialtheorem hinsichtlich des softenings zu modifizieren [1].
Die Herleitung erfolgt analog bis Gl. (2.33). Aber nun wird die Kraft ]71; mit dem
softening e analog zur Kraftformel in Gl. (2.72) umgeschrieben zu:

Gmym; NN

=T rp A (7 — 7)) (2.106)

|

Summiert man wiederum tiiber alle Kréfte auf, die auf ein Teilchen ¢ wirken, erhalt
man die Gesamtkraft FZ = £ FZ und nutzt im zweiten Schritt wieder das drit-
te Newton’sche Axiom aus, wodurch analog zu Gl. (2.38) der folgende Ausdruck

resultiert [1]:

- — szm —> —>12
ZFi-xi:_Z i J2)3/2|xi— 7] (2.107)

o (7 — | +e
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Der besseren Ubersicht halber fithren wir die Notation |z; — Z;|* = |7;|* = z7; ein

und addieren z7; mit +€* — €*:

—> Gmymj(a? + € — €
SEem=-Y syt e =€) (2.108)

i<j (5512] + 62)3/2

Den Bruch in Gl. (2.108) teilen wir nun auf und erhalten:

— Gmym,; - (22, + €2 M - (—e2
ZFi~$_)¢=—Z mgm; - (23 e)_Z:GmZmJ (=€) (2.100)

3/2 3/2

2 2 2 2

i< (@) i (2f+e)

~ ~~ ~ ~~ 4
=Vsoft =Csoft

Der rechte Term, der mit V. ¢+ beschriftet wurde, entspricht nach Kiirzen von x?j +é?
analog zu Gl. (2.71) dem Plummer-Potential, also das Potential V' unter Berticksich-
tigung des softenings e. Der zweite Term wurde mit Cy, 5 beschriftet und bezeichnet
einen weiteren Endwert, der bei der Darstellung der Virialtheorems beachtet werden
muss.

In Kurzform lautet die Gleichung fiir das ,modifizierte* Virialtheorem:
= =
Z Fi-x; = Vsoft - Csoft (2'110)

Setzt man den Ausdruck wieder in Gl. (2.31) ein und berechnet das zeitliche Mittel,

erhalt man:
ZM = (2T + Vi — Cuope) (2.111)

bzw.
pi(7) - 2i(T)

2T + Vi =
(2T + Viopr) -

+ (Csoft) (2.112)

Fiir 7 — oo wird der erste Ausdruck auf der rechten Seite null ergeben, sodass nur
noch (Cs,p) tibrigbleibt.

Die folgenden Schaubilder zeigen die Ergebnisse der gegen die Zeit aufgetragene
Virialsumme fiir N = 50 Teilchen bis zu einer Zeit von t/t. = 15, wieder fiir drei

verschiedene softening-Werte.
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Abbildung 2.11: Darstellung der gegen die Zeit t/t. aufgetragene Virialsumme fiir

N = 50 Teilchen: Fiir das obere Bild betragt das softening €,,,, =
11,0, fir das mittlere €,,,,/2 = 5,5 und fiir das untere €,,4,/4 =
2,75.
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Die folgenden Schaubilder zeigen die Ergebnisse der gegen die Zeit aufgetragene
Virialsumme fiir N = 100 Teilchen bis zu einer Zeit von t/t. = 15, wieder fur drei

verschiedene softening-Werte.
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Abbildung 2.12: Darstellung der gegen die Zeit t/t. aufgetragene Virialsumme fiir
N = 100 Teilchen: Fiir das obere Bild betrégt das softening €,,,, =
8,7, fiir das mittlere €,,,,/2 = 4,35 und fiir das untere €,,,,/4 =
2,18.

Die folgenden Schaubilder zeigen die Ergebnisse der gegen die Zeit aufgetragene
Virialsumme fiir N = 200 Teilchen bis zu einer Zeit von t/t. = 15, wieder fiir drei

verschiedene softening-Werte.
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Abbildung 2.13: Darstellung der gegen die Zeit t/t. aufgetragene Virialsumme fiir
N = 200 Teilchen: Fiir das obere Bild betriagt das softening €,,,, =
7,0, fiir das mittlere €,,,,/2 = 3,5 und fiir das untere €,,,,/4 =
1,75.

Die folgenden Schaubilder zeigen die Ergebnisse der gegen die Zeit aufgetragene

Virialsumme fiir N = 2000 Teilchen bis zu einer Zeit von t/t. = 15, wieder fiir drei

verschiedene softening-Werte.
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Abbildung 2.14: Darstellung der gegen die Zeit t/t. aufgetragene Virialsumme fiir
N = 2000 Teilchen: Fiir das obere Bild betréigt das softening €,,,, =
3,2, fiir das mittlere €,,4,,/2 = 1,6 und fir das untere €,,,,/4 = 0, 8.
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In allen Schaubildern ist beim ersten Kollaps t/t. = 1,0 ein sehr grofser Peak zwi-
schen knapp 0,010 bei N = 50 und etwa 0,115 bei N = 2000 zu sehen, der mit
abnehmenden softening grofsere Werte erreicht. Der Ausschlag hierbei ist darauf zu-
riickzufiihren, dass die gesamte potentielle Energie der Teilchen in kinetische Energie
umwandelt wird und auch der Vorfaktor 2 geméaf dem Virialtheorem mit einhergeht.
Genauso ist bei allen Ergebnissen deutlich zu sehen, dass die griine Kurve der Vi-
rialsumme sich nach etwa 1,1 — 1,2¢/t. auf einen konstanten Wert einpendelt. Der
eingependelte Werte verschiebt sich in positive y-Richtung, je kleiner das softening
gewahlt wurde, womit auch die potentielle Energie einen weniger negativen Gesamt-
wert annehmen kann. Damit bestétigen die Ergebnisse, dass die violent relaxation
beim Kollaps tatséchlich auf etwa der Zeitskala des freien Falls stattfindet und so-
mit die Virialisierung des Halos friih vollendet ist - vgl. [9, 26, 35]. Auch die nahezu
perfekte Uberlappung der pink gestrichelten Kurve mit der Virialsumme durch die
Berticksichtigung des hergeleiteten Endwerts C, s, zeigt, dass die Modifizierung des

Virialtheorems funktioniert hat.

2.4.3 Meta- und Instabilitat von Dunkle-Materie-Halos

Wenn also die Virialisierung auf der Zeitskala des freien Falls durchlaufen ist, ist
aber immer noch nicht geklart, warum sich das System in den Ergebnissen nach
1,5 t/t. scheinbar wieder ausdehnt (Anstieg des Mittelwertskurve). In sehr vielen
wissenschaftlichen Publikationen und Biichern {iber die Halokollaps-Forschung bei-
spielsweise in [5, 9, 21, 40| findet man héufig den Begriff quasi-steady-state oder auf
deutsch ,Quasistationéres (oder metastabiles) Gleichgewicht. Der Begriff soll darauf
hindeuten, dass Dunkle-Materie-Halos (unter Vernachlassigung von kosmischen Gas
im Innern) eigentlich keinen Gleichgewichtszustand erreichen kénnen. Das ergibt sich
deshalb, weil Dunkle-Materie-Halos selbst-gravitierende Systeme darstellen und im
thermodynamischen Sinne niemals ein Gleichgewichtszustand einnehmen werden [5].
Das lasst mit dem Virialtheorem zeigen, dem das System geniigt. Die ungeordnete
kinetische Energie kann als Maf fiir die Temperatur herangezogen werden. Fiir die
isochore Wiarmekapazitat Cy,, die man iiber die partielle Zeitableitung der inneren

Energie U umschreiben kann, ergibt sich nach [5]

V= (g_g)v = gég,:;é - a<1§kin> ((Ekin + Epot)) (2.113)
Cv = a(ém ((Bkin = 2Eyin)) (2.114)
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wobei kurzzeitig die Notation (T <— Ej;, und V <— E,;) gewechselt wurde und
nach Gl (2.49) aus dem Virialtheorem die Beziehung E,,, = —2E};, ausgenutzt

wurde. Final ergibt die Warmekapazitiat damit

(—(Ekin)) = —1 (2.115)

Das Ergebnis zeigt, dass selbst-gravitierende Systeme eine negative Warmekapazi-
tat besitzen. Die Vorstellung einer negativen Warmekapazitat ist geméf den All-
tagserfahrungen eher kontraintuitiv. Denn wenn ein Korper mit einer bestimmten
Temperatur Energie in Form von Warme abstrahlt, kiihlt es dadurch ab. Bei selbst-
gravitierenden Systemen passiert das Gegenteil: Verlieren sie Energie, weil sie Teil-
chen nach auflen abgeben, heizen sie sich auf. Oder zugespitzt ausgedriickt: Selbst-
gravitierende Systeme kiihlen, indem sie heifter werden. Der zunehmende Energiever-
lust fiihrt dazu, dass das System kontrahiert, also der Radius eines sphérischen Sys-
tems sinkt. Dadurch wird die potentielle Energie noch negativer wird, da E,» o 1/r
skaliert. Und weil das System weiterhin dem Virialtheorem (2Ey;, = —E,,) geniigt,
muss die kinetische Energie ansteigen. Steigt aber die kinetische Energie, bewegen
sich die Teilchen schneller und kénnen im Laufe der Zeit leichter aus dem System
entweichen. Dieser Prozess lduft solange weiter, bis auf langfristiger Zeitskala be-
trachtet das gesamte System ,yverdampft” [6]. Das Ende dieses Prozesses wird in der
Fachliteratur |25, 41] auch als gravothermal collapse/catastrophe (zu deutsch: gra-
vothermaler Kollaps/Katastrophe) bezeichnet.

In der Fachliteratur [2, 21, 40, 41] wird unter anderem erwéihnt, dass sich die raum-
liche Struktur der Teilchen wihrend des Quasi-Gleichgewichtszustands als eine Art
Kern-Halo-Struktur (engl. core-halo-structure) beschreiben lésst. Konkret meinen
sie, dass es einen Bereich mit hoher Dichte an Teilchen gibt, der als Kern gesehen
wird, und einen vom Kern weiter entfernten Bereich, der als diffuser Halo betrachtet
wird, in dem nur noch ein Bruchteil der Teilchen um den Kern herum verstreut sind.
Die Abbildung 2.15 zeigt von Joyce et al. vier Momentaufnahmen (zu den Zeitpunk-
ten t/t. = 0;0.9; 1.0 und 2.5) eines Systems mit N = 4096 Teilchen von Anfang des
Kollaps bis zur Ausbildung einer Kern-Halo-Struktur.
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Abbildung 2.15: Vier Momentaufnahmen (engl. snapshots) zu verschiedenen Zeit-
punkten (¢/t. = 0;0.9;1.0und 2.5 von 1. 0. nach r. u.) eines mit
N = 4096 Teilchen simulierten Halo-Kollapses; entnommen aus
[21].

Die letzte Momentaufnahme bei t/t. = 2,5 zeigt eindriicklich den dichten Kern
mit sehr vielen, nahen Teilchen und den diffusen Bereich, in der die Dichte der
Teilchen vom Zentrum weg abfillt. Wenn Halos als ein System in einem Quasi-
Gleichgewichtszustand nach Abschluss der Virialisierung angesehen werden kénnen,
kann man laut [40, 41| eine Zeitspanne definieren, in der sie auch in der Kern-Halo-

Struktur verharren. Diese betréagt:
tff <t <ty (2.116)

to wird in diesem Kontext auch als Relaxationszeit fiir Zwei-Korper-Kollisionen be-
zeichnet, die auf langfristiger Skala geschehen. Konkret bedeutet das, dass fiir die
Zeit t > t, hier die Eigendynamik des selbst-gravitierenden Systems samt der Eva-

poration der Teilchen folgt. Die Zeit ¢, erfolgt nach [7| geméf der Gleichung:

N

Nt 2.117
10 In(N) (2.117)

to

teross Dezeichnet hier die Zeit, die ein Teilchen (oder ein Stern im Kontext von Bin-

48



KAPITEL 2. DUNKLE-MATERIE-HALOS

ney) braucht, um vom dufseren Rand eines Systems (z.B. Galaxie) bis zum Zentrum
zu gelangen. In unserem Kontext ist t...ss gleichbedeutend mit dem bereits einge-
fiihrten Begriff der Freifallzeit ¢;;. Erstaunlicherweise hangt das Ergebnis in GI.
(2.117) weder von der Masse noch der Grofe eines Halos ab, sondern nur von der
Teilchenzahl, aus dem ein Halo (oder eine Galaxie) besteht. Fiir eine Galaxie mit
typischerweise N = 10" Sternen und einer Freifallzeit ¢t;; =~ 1-10%a = 100 Myr
betrigt ty ~ 1- 10" a = 10 Gyr, sodass das System praktisch als kollisionslos be-
trachtet werden kann [7]. Bei Systemen mit kleinerer Teilchenzahl, z.B. (offenen)
Kugelsternhaufen (engl. globular clusters und open clusters) mit N =~ 10% — 10°
Sternen spielen die Nahbegegnungen der Sterne fiir die Struktur der Systeme eine
wesentliche Rolle [7].

Fiir unsere Modellsimulation konnen wir anhand der verschiedenen Teilchenzahlen
ebenso die Zeit 5 bestimmen. Tabelle 2.3 zeigt eine Ubersicht zu den verschiedenen
Zeiten in Abhéngigkeit der Teilchenzahl N:

Tabelle 2.3: Ubersicht zu den verschiedenen Zeiten t, in Abhiingigkeit von unter-
schiedlichen Teilchenzahlen N.

N 10+(N) to in Einheiten von ¢;¢ ?5 in Einheiten von ¢.
50 1,27 1,27 1,14
100 2,17 2,17 1,58
200 3,77 3,77 2,39
2000 26,31 26,31 13,65
10000 108,57 108,57 54,79

to wurde hier auch in Einheiten der Kollapszeit t. angegeben, da die Ergebnisse auf
der Zeitachse in Einheiten von t/t. angegeben worden sind. Die Umrechnung von

tys von t. erfolgt durch

t2in Einheiten vont;s
2

toin Einheiten vont, = +0,5 (2.118)

Die Umrechungsformel folgt aus dem Grund, weil die Achsenskalierung in unserem
Fall so gewéhlt wurde, dass beit =0 — t/t. = 0,5 bzw. t/t; = 0 beim turn-around-
Punkt gilt, und die Freifallzeit der Hélfte der Kollapszeit entspricht (t;; = t./2).
Wie anhand der Tabelle zu sehen ist, steigen die Zeiten fiir £, mit wachsender Teil-
chenzahl. Theoretisch betrachtet wiirde fiir den Fall, dass N — oo strebt, die Zeit

to auch unendlich lange andauern.
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Gemafs den Werten fiir die Freifallzeit t;; aus der Tabelle 2.2 lassen sich auch die
realen Werte fiir £ ermitteln und damit auch die Zeitspanne des Halos im Quasi-
Gleichgewichtszustand. Tabelle 2.4 fasst die Werte ¢, [in Gyr| fiir verschiedene Ha-

lomassen und -radien in Abhéngigkeit der simulierten Teilchenzahlen N zusammen.

Tabelle 2.4: Ubersicht der berechneten Werte fiir die Relaxationszeit ¢, [in Gyr] fiir
verschiedene Halomassen und -radien in Abhédngigkeit der simulierten
Teilchenzahl.

N R [kpC] 1010 M@ 1011 M@ 1012 M@ 1013 M@

50 2,35 0,75 0,24 0,07
50 100 6,65 2,11 0,66 0,22
200 18,81 6,17 1,88 0,60
50 4,01 1,28 0,41 0,13
100 100 11,34 3,60 1,13 0,37
200 32,14 10,12 3,21 1,02
50 6,97 2,22 0,72 0,23
200 100 19,75 6,26 1,96 0,64
200 55,83 17,64 5,58 1,77
50 48,67 15,52 4,99 1,58

2000 100 137,86 43,67 13,68 4,47
200 389,65 127,86 38,93 12,37

Wir konnen die Tatsache, dass im Laufe der Simulationszeit Teilchen aus dem
System entweichen, mit einer kumulativen Entfernungsverteilung darstellen. Kon-
kret bedeutet es, dass man die Verteilung der Teilchen innerhalb der Kugel von 0
bis zum maximalen Radius R zu verschiedenen Zeitpunkten der Simulation dar-
stellt und die Verdnderungen dieser rdumlichen Verteilung beobachtet. Die folgen-
den Abbildungen zeigen fiir alle Teilchenzahlen jeweils die Ergebnisse der Ent-
fernungsverteilung der Teilchen, wieder in Abhéngigkeit des gewéhlten softenings.
Zur Darstellung der Entfernungsverteilung wurden verschiedene Zeitpunkte (t/t. =
0.5,1.0,2.0,3.0,5.0,7.0,10.0) gewéhlt. Die y—Achse gibt die Anzahl der Teilchen
N(< r) an, die sich zu einem Zeitpunkt ¢ bei einem Abstand r innerhalb der Ku-
gel befinden, normiert auf die simulierte Gesamtteilchenzahl Nycsqm: vor dem ersten
Kollaps.

Die folgenden Schaubilder zeigen die Ergebnisse fiir N = 50 Teilchen:
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Abbildung 2.16: Darstellung der Entfernungsverteilung fiir N = 50 Teilchen: Fiir
das obere Bild betréigt das softening €,,,, = 11,0, fiir das mittlere
€maz/2 = 5,5 und fiir das untere €,,,,/4 = 2, 75.
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Die folgenden Schaubilder zeigen die Ergebnisse fiir N = 100 Teilchen:
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Abbildung 2.17: Darstellung der Entfernungsverteilung fiir N = 100 Teilchen: Fiir
das obere Bild betriagt das softening €,,,, = 8,7, fiir das mittlere
€maz/2 = 4,35 und fiir das untere €,,,,/4 = 2, 18.

Die folgenden Schaubilder zeigen die Ergebnisse fiir N = 200 Teilchen:
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Abbildung 2.18: Darstellung der Entfernungsverteilung fiir N = 200 Teilchen: Fiir
das obere Bild betrigt das softening €,,,, = 7,0, fiir das mittlere
€maz/2 = 3,5 und fiir das untere €,,,,/4 = 1, 75.

Die folgenden Schaubilder zeigen die Ergebnisse fiir N = 2000 Teilchen:
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Abbildung 2.19: Darstellung der Entfernungsverteilung fiir N = 2000 Teilchen: Fiir
das obere Bild betrigt das softening €,,,, = 3,2, fiir das mittlere
€maz/2 = 1,6 und fiir das untere €,,,,/4 =0, 8.
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Es zeigt sich, dass in allen Ergebnissen unabhéngig von der Teilchenzahl als auch
vom softening alle Halos nach dem ersten Kollaps (¢/t. = 1,0) mindestens 20% bis
fast zu 30% der Gesamtteilchen aus dem System entweichen. Das ist natiirlich auf
den Kollaps zuriickzufiihren, bei dem ein Teil der Teilchen iiber die zuvor beschrie-
benen Prozesse im Zuge der Virialisierung an kinetischer Energie gewinnen, um aus
dem System zu entweichen. Bei der Abbildung fir N = 50 und €,,,, = 11 ist zu
erkennen, dass bis zum Zeitpunkt ¢/t. = 10,0 die Teilchenanzahl sich kaum verén-
dert und bei etwa 75% der Gesamtteilchenzahl verharrt. Da aber ein System mit
gerade 50 Teilchen eine sehr geringe Zeitspanne von 1,0t < ¢ < 1,27%4¢ hat, in
der es sich im Quasi-Gleichgewichtszustand befindet, und danach eigentlich der Pro-
zess der Evaporation iiber ldngere Zeitskala hinweg dominiert, ist der Ausgang des
Ergebnisses wohl auf ein zu hohes softening zuriickzufithren. Womoglich spielt aber
auch die geringe Anzahl an Teilchenbegegnungen mit gerade nur 50 Teilchen eine
Rolle, weshalb bis zum Ende der Simulationsdauer weniger Teilchen aus dem System
entweichen als bei hoherer Teilchenzahl. Die Ergebnisse fiir N = 50 mit €,,,,/2 und
€maz/4 zeigen, dass mit abnehmenden softening auch mehr Teilchen im Verlauf der
Zeit aus dem System entweichen. Fiir €,,,,/4 liegt der Anteil der tibriggebliebenen
Teilchen zur Zeit t/t. = 10,0 bei knapp unter 30%. In fast allen Ergebnissen ist
zu erkennen, dass sich mit fortschreitender Zeit die Anzahl der iibrigen Teilchen
verringert. Bis ¢/t. = 10,0 sind noch nur etwa 30% der Teilchen mit anfénglichen
N = 50 iibrig, wihrend bei groferen Teilchenzahlen der Anteil noch niedriger liegt
mit etwa 1 — 2% bei beispielsweise N = 200 und €,,,, /4. Genauso wie die Anzahl
verandert sich die rdumliche Verteilung der iibrigen Teilchen vom Zentrum der Ku-
gel weg und verlagert sich hin zu den duferen Bereichen der Sphére. Das Zentrum
der Kugel enthélt gegen Ende der Simulationszeit kaum noch Teilchen. Tabelle 2.5
fasst fiir alle Teichenzahlen N bei einem softening von €,,,,/4 zusammen, wo sich

exemplarisch 40% der Teilchen zu drei verschiedenen Zeitpunkten zusammen.

Tabelle 2.5: Ubersicht iiber die riumliche Verteilung der Teilchen bei N(<
7)/Ngesamt = 0.4 zu drei verschiedenen Zeitpunkten und unterschied-
licher Teilchenanzahl N (bei €,,4./4).

N  t/te=1,0 t/te=2,0 t/t.=3,0

50 r="7,0 r=180 r =212
100 r=06,5 r=18,5 r =245
200 r=71,0 r=20,2 r=30,0
2000 r=7,2 r=26,0 r=450
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Auffallig ist auch, dass in fast allen Ergebnissen (aufer bei N = 2000) bei einer
Zeit von t/t. = 2,0 und t/t. = 3,0 die Teilchenanzahl sich kaum oder nur minimal
verandert und zwischen etwa 77 — 79% fir N = 50, 76 — 78% fiir N = 100 und
77 — 78% fiir N = 200 konstant hélt. Nur die rdumliche Verteilung der Teilchen
innerhalb 0 < r < R verandert sich zwischen den zwei Zeitpunkten ein wenig. Das
lasst sich vermutlich dadurch erklédren, dass die simulierten Halos bis zum Zeitpunkt
to, der fiir die Teilchenzahlen N = 50,100 und 200 mit ¢, ~= 1,27t;; — 3,77t sehr
nah beieinander liegt, den kurzen Quasi-Gleichgewichtszustand widerspiegelt.

Als Aussicht fiir eine weitere, aufbauende Untersuchung wére es interessant zu wis-
sen, wie sich die Ergebnisse der Simulationen éndern wiirden, wenn man den Teilchen
vor Beginn des Kollaps eine Anfangsgeschwindigkeit zuteilen wiirde, z.B. in Form ei-
ner Tangentialgeschwindigkeit, wenn man rotierende Halos betrachten mochte, oder
mit einer Geschwindigkeitsdispersion unter den Teilchen. Wie schon auf S. 38 kurz
angemerkt, gehen Labini et al. bei einem Kollaps mit ,warmen Anfangsbedinungen®,
wie es in so einem Fall genannt wird, davon aus, dass die violent relaxation ,weniger
gewaltsam® ablaufen wiirde, wobei es letztendlich auch zur Ausbildung einer Kern-
Halo-Struktur kommen wiirde [41]. Zu beachten sei auch, dass bei der Herleitung
des Virialtheorems dann ein weiterer Term beriicksichtigt werden miisste, weil die

Teilchen nun einen Anfangsimpuls hétten (vgl. Gl. (2.30)).

57
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Kosmisches (GGas in Halos

Wahrend wir uns in Kapitel 2 mit Halos aus reiner dunkler Materie auseinander
gesetzt haben, wollen wir im Folgenden die Modelle und Betrachtungen ein wenig
realistischer gestalten und nun baryonische Materie, darunter kosmisches Gas, mit-
einbeziehen, aus der sich Sterne und Galaxien gebildet haben. Baryonisch meint im
kosmologischen Kontext, entgegen der eigentlichen Definition in der Teilchenphy-
sik, nicht nur die Betrachtung von schweren Teilchen wie Protonen oder Neutronen,
sondern auch die im Vergleich dazu leichten Elektronen (Leptonen) [35]. Der Anteil
an (kalter) dunkler Materie betriagt etwa Q. = 0,22 und der von sichtbarer, ba-
ryonischer Materie etwa €2,,, = 0,05 an der gesamten Dichte im Universum. Damit
betrdgt der Anteil der dunklen Materie an der Gesamtmaterie rund 80% und fiir
die sichtbare Materie nur 20% [35]. Obwohl dieser Anteil sehr gering ist, haben sich
aus dem kosmischen Gas, das sich innerhalb von Halos befindet, spiter weitere be-
obachtbare Strukturen, beispielsweise Sterne oder Galaxien, gebildet. Da die dunkle
Materie mit ihrem hoheren Materieanteil ein grofseres Gravitationspotential erzeugt,

findet sich kosmisches Gas auch in dunkle-Materie-Halos wieder.

Abbildung 3.1: Vergleich zwischen der Dichteverteilung von dunkler Materie und
Gas; entnommen von [20].
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KAPITEL 3. KOSMISCHES GAS IN HALOS

Abbildung 3.1 zeigt einen Vergleich zwischen der Dichteverteilung der dunklen Ma-
terie als auch des Gases, die farblich unterschiedlich kontrastiert sind. Interessant
ist hier zu sehen, dass an den Knotenpunkten der Filamente der dunklen Materie
gleichzeitig auch eine hohe Dichte von Gas aufzufinden ist, wenn man beide Bilder

miteinander vergleicht.

3.1 Kollaps und Stabilitat von kosmischen Gas

Wiéhrend bei Dunkle-Materie-Halos im Modell des sphérischen Kollapses (vgl. Ka-
pitel 2) der Dichtekontrast ausschlaggebend war, ab wann Halos sich von der Hin-
tergrunddichte abkoppeln und kollabieren, miissen wir beim kosmischen Gas den
Druck, den das Gas aufbaut, beriicksichtigen. Da die permanent wirkende Gravita-
tionskraft seinerseits auf das Gas Druck ausiibt, wird dieses komprimiert. Normaler-
weise wiirden wir geméfs unserer Alltagserfahrung erwarten, dass komprimiertes Gas
heifler wird. Zum Beispiel fiihrt die Kompression von Luft in einem Dieselmotor zur
Entziindung des eingespritzten Diesels. Auf kosmologischer Ebene erfolgt genau das
Gegenteil. Denn das Gas kiihlt aufgrund der hohen Dichte durch die Kompression
schneller ab, was sehr kontraintuitiv erst einmal ist [35]. Doch genau dieser Prozess
sorgt am Ende dafiir, dass eine Gaswolke weiter komprimiert wird, weil sie keinen
entsprechenden Gegendruck zur Gravitation der dunklen Materie aufbauen kann,
bis irgendwann die Kernfusion ziindet und ein Stern entsteht [35]. Damit wir ein
besseres Verstdndnis davon erhalten, ab wann eine Gaswolke unter der Gravitation
kollabiert, muss es dafiir Bedingungen geben und diese konnen wir mit dem soge-
nannten Jeans-Kriterium aufstellen.

Zur Herleitung betrachten wir wieder der Einfachheit halber eine ideal symmetrische
Sphére mit einer Masse M, einem Radius R und einer konstanten, mittleren Dichte
p. Nun befindet sich ein Punktteilen in einem Abstand r» = R auf der Oberfldche der
Sphére. Jetzt stellt sich die Frage, die wir uns schon beim Modell des sphérischen
Kollaps (vgl. Kapitel 2.1) gestellt haben, welche Zeit das Punktteilchen aus der Ruhe
(v = 0) heraus braucht, um das Zentrum zu erreichen. Mithilfe der Energieerhaltung
(— Gl (2.2)) lésst sich diese Fallzeit ermitteln [35]

1 /dr\®> GM

r

wobei die radiale Geschwindigkeit v, durch (dr/dt)? ersetzt wurde. Fiir das Punkt-

teilchen auf der Oberflache der Kugel mit v = 0 ergibt seine spezifische Gesamtener-
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gie:
GM

R

Setzt man dies in Gl. (3.1) ein, erhdlt man:

() - (- 3)

Um den Term auf der linken Seite zu l6sen, fiihren wir eine Variablensubstitution

e =

mit x = r/R durch, woraus auch dz = dr/R:

1 (Rdx\? 1 1\ GM (1
) =GM|——-=]=—-(=--1 3.4
()~ (rmm) == (G 00
Unter Ausnutzung, dass M = %WR?’E ist, folgt:
1 (dz\* G 4 1
(=) ==p=mR (-1 3.5
2(dt) m3" (g; ) (3:5)

Kirzen des Radius’ R und Wurzel ziehen vereinfacht den Ausdruck zu:

dx 8 1
— =/ 5G| = —1 3.6
dt 3 P (x ) (3:6)
Trennung der Variablen und Substitution der Integrationsgrenzen von r =0 — x =
0 nach r = R — x = 1 ergibt [35]:
trf

/lﬁdx \/%/dt (3.7)

Die Zeit, nach der wir integrieren, ist nichts anderes als die Freifallzeit ¢;;, die in
Kapitel 2.3.4 als die Zeit vom turn-around-Punkt bis zum Kollaps eingefiihrt wurde.
Die Losung der linken und rechten Seite von Gl. (3.7) fithrt zu [35]:

T 18

und damit final die Freifallzeit:

=156 (3.9)
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Erstaunlicherweise hangt dieses Ergebnis nur von der mittleren Dichte des betrach-
teten Systems ab, aber nicht allein von seiner Grofe oder der Masse.

Gehen wir einen Schritt weiter und betrachten eine Sphéare mit Gas in ihrem Inne-
ren, um einen Gegendruck zur Gravitationskraft aufzubauen und damit dem Kollaps
entgegenzuwirken. Die Zeit, die das System braucht, um den Gegendruck aufzubau-
en, muss also kleiner sein als die nétige Freifallzeit t;;. Diese , Gegendruck™Zeit

bezeichnen wir als tg4q. Es gilt daher [35]
trr > taga (3.10)

Ist t7y < tgge hat das System zu wenig Zeit, um einen Gegendruck aufzubauen
und kollabiert infolgedessen. Eine weitere Grofe, die mit der Zeit einhergeht, ist die
Geschwindigkeit ¢, (analog zur Schall- oder Lichtgeschwindigkeit), mit der sich der

Druck im Gas ausbreitet, und lautet nach [35]

_ [op
“=1/3, (3.11)

R
taga = — (3.12)

S

Damit erhélt man fiir tggq

Es folgen nun zwei Moglichkeiten das Jeans-Kriterium aufzustellen: Einmal in Ab-
héngigkeit der Grofse oder der Masse des Systems. Bei einer Sphére bezeichnet R
den Radius und es gilt fiir die Stabilitét [35]:

3T
= oy | 1
R< Ry =c, 2G5 (3.13)

wobei R; als die sogenannte Jeans-Ldnge bezeichnet wird und als Schwellenwert
gilt, ab welcher Grofe das System zu kollabieren beginnt. Alternativ lédsst sich auch
die Jeans-Linge durch die Jeans-Masse M  ersetzen, indem man M = %wR?’ﬁ ver-

wendet. Formt man nach dem Radius R um

R— (3M > 1/3 (3.14)

Amp

und setzt es in Gl. (3.13) ein, ergibt sich:
3M,;\ 37
Ry = = Cs 3.15
! (47Tp> “\/ 3265 (8.15)

61




KAPITEL 3. KOSMISCHES GAS IN HALOS

Nun wird der Ausdruck nach M; umgeformt und vereinfacht.

4 3 3/2
M <My =g (3—2) 72 & g2 G2 (3.16)
zBTEW

An dieser Stelle sei darauthin gewiesen, dass der berechnete Vorfaktor je nach Art
der Herleitung variieren kann [35]. Anhand der Jeans-Masse wird deutlich, ab wel-
chen Schwellenwert fiir die Masse M das System zu kollabieren beginnt.

Die Dichte p geht zwar mit dem Jeans-Kriterium einher, aber auch die Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit des Drucks cs muss genauer konkretisiert werden. Wenn man
annimmt, dass der Grofteil von Gaswolken aus einem Gemisch von Wasserstoff und
Helium besteht, dann kénnen wir mithilfe der ¢dealen Gasgleichung schreiben, bei
der wir der Einfachheit halber annehmen, dass die Teilchen kein Eigenvolumen be-

sitzen und keine Wechselwirkungskréfte untereinander ausiiben [35]

N

I
wobei n die Anzahldichte der Teilchen meint — nicht zu verwechseln mit der Stoffmen-
ge [n] = mol aus der Chemie. Des Weiteren fithren wir die dimensionslose, mittlere
Teilchenmasse £ in Einheiten der Protonenmasse m, ein [35]. Dadurch ergibt sich,

dass n umgeschrieben werden kann:

1 ke
n=_" | Einheiteniiberpriifung: — = 112_3 (3.18)
pmy, m &

Eingesetzt in die ideale Gasgleichung resultiert zu:

p

MY

p=——kyT (3.19)

Wenn man Gl (3.11) hinzunimmt, werden nun die vorherigen Schritte versténd-
licher, da zur Berechnung der Ausbreitungsgeschwindigkeit c¢; Gl. (3.19) nach der

Dichte abgeleitet werden kann:

Ip \ pmy, iy,
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Somit ist ¢,, wie man erkennen kann, proportional zu 7"/2. Bei steigender Tempera-
tur einer Gaswolke nimmt auch entsprechend die Jeans-Lange bzw. die Jeans-Masse
(My o< T??) zu.

3.2 Dichteprofile

Nachdem wir uns in Kapitel 3.1 mit der Stabilitdt von kosmischem Gas mit dem
einhergehenden Jeans-Kriterium auseinandergesetzt haben, wollen wir uns im Fol-
genden nun mit den Dichteprofilen der dunklen Materie aber auch des Gases in Halos
beschéftigen. Laut der Formel fiir die Jeans-Lange oder -Masse héngt die Stabilitat
eines Objekts von seiner mittleren Dichte p ab. Aber das wére nur eine Vereinfa-
chung, da die Dichten sowohl des Gases als auch der dunklen Materie {iber den
Raum hinweg eben nicht konstant sind. Infolgedessen kénnen wir auf Grundlage der
Fachliteratur zur Halo-Forschung die lokale Dichteverteilung der dunklen Materie

und des Gases genauer beschreiben.

3.2.1 Dunkle Materie

Im Jahr 1995 haben die Kosmologen Julio F. Navarro, Carlos S. Frenk und Simon
D.M. White N-Korper-Simulationen zu Halos im Modell der kalten dunklen Materie
mit verschiedenen Groéfenordnungen von Halomassen (von Zwerghalos mit M =
10'° My, bis zu galaxienreichen Halos M =~ 10'® M) durchgefiihrt und eine radiale
Dichteverteilung erstellt. Interessanterweise haben sie festgestellt, dass die Form der
Dichteverteilung fiir verschiedene Halomassen @hnlich ist und geméfs der Formel

L ° (3.21)

2
"))

dargestellt werden kann [28, 29|. Diese Formel wird auch als NFW-Dichteprofil be-

zeichnet. p. bezeichnet wieder die kritische Dichte (— GI. (2.14)), r, ist der Skalen-

radius und ¢, ist die charakteristische, dimensionslose Dichte, die mit der Masse des

Halos zusammenhéngt und beschrieben werden kann durch [28]:

Lm0 ¢
3 In(l+4e¢) -

(3.22)

_c_
1+4+c
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c ist der sogenannte Konzentrationsparameter und wird definiert durch:

c=1u (3.23)

Ts

rvir 18t der bereits bekannte Virialradius eines Halos, der auch als ry99 angegeben
werden kann [35]. Im Allgemeinen ist der Konzentrationsparameter von der Halo-
masse, der Rotverschiebung sowie von kosmologischen Parametern abhéngig [5].
Der Einfachheit halber ldsst sich Gl. (3.21) laut [5] etwas umschreiben, wobei die
Substitution x4 := r/ry eingefiithrt wird:

p__ 1 (3.24)

ps  xy (14 2,)
ps bezeichnet hier die Skalendichte analog zum Skalenradius r, und ergibt sich aus
dem Produkt p.d.. Den Skalenradius r; kann man sich wie einen ,,Knickpunkt* vor-
stellen, an dem die Steigung nahe dem Zentrum bis zum Skalenradius rs und vom
Skalenradius bis in den dufseren Bereich des Halos wechselt. Abbildung 3.2 zeigt den
Verlauf des NFW-Dichteprofils in doppelt-logarithmischer Darstellung.

= NFW-Profil
—-—=- Skalenradius xs = 1

1072 3

10! 4

109 3

1071 5

1072 5

Dichte p/ps

1073 4

1074 4

1075 4

102 107! 10° 10! 102
Radius xs = r/rs

Abbildung 3.2: Doppelt-logarithmische Darstellung des NFW-Profils: Auf der y-
Achse ist die Dichte p aufgetragen und auf die Skalendichte p; nor-
miert. Auf der x-Achse ist der Radius r aufgetragen und auf den Ska-
lenradius s normiert. Zur Orientierung ist der Wert x5 = ry/rs = 1
mit einer rot gestrichelten Linie markiert.

Die y-Achse ist auf die Skalendichte sowie die x-Achse auf den Skalenradius normiert.
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Zur Orientierung, ab welchem Punkt es zum Wechsel der Steigung im Dichteverlauf
kommt, ist eine rot gestrichelte Linie bei r = ry, — x, = 1 eingezeichnet. Fiir z, < 1

bzw. r < r, ergibt die Dichte:

plr, < 1)/ps = xs — pocr (3.25)
und fiir z;, > 1 bzw. r > r, ergibt die Dichte:

plrs < 1)/ps = a® — pocr™ (3.26)

Anlass zur Diskussion bringt die Steigung nahe dem Zentrum, bei der die Dichte
theoretisch p — 0o gehen wiirde. Vielmehr deuten Beobachtungen in inneren Re-
gionen von Galaxien auf eine konstante Dichteverteilung der dunklen Materie hin.
Dieses bisher ungeloste Problem in der Kosmologie wird als core-cusp-Problem be-
zeichnet [16].

Mithilfe des NFW-Profils lasst sich auch die eingeschlossene Masse M (r) unter der

Annahme eines sphérischen Halos tiber das Kugelvolumen berechnen. Allgemein gilt

[5]:

M(T):/47r7"’2p(7"’) dr’ (3.27)

Fiir p(r’) setzen wir das NFW-Dichteprofil pypy ein:

M(r) = 4 / 2 Pr oy (3.28)

Wie schon zuvor, fithren wir die Substitution xs := r/ry durch, aus dem auch dz, =
dr/rs folgt [5]:

. : 292 Ps o 3 l‘; ’
M(?") =A4r / Xy Tsm Ts dl's = 47Tp57"8 / m dx (329)
0 0

Unter Ausnutzung der Identitét [5]

T 1 1
(14 x)? T 1tz (14 x)? (3:30)

lasst sich Gl. (3.29) elementar integrieren. Fiir unsere Zwecke setzen wir die Inte-
grationsgrenzen auf r = 0 — x = 0 und den Virialradius r = ry; — & = 1y /75 = c,
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wodurch die obere Integrationsgrenze dem vorhin eingefiithrten Konzentrationspara-
meter entspricht, um letztendlich die sogenannte Virialmasse M (ry;.) = M,; — in

der Literatur auch manchmal mit My gekennzeichnet [35]- herzuleiten.

Ts=cC

1 1
3
My = Arpgr: / (1+x’ — (1+$/>2) dz’ (3.31)
0

1 c
= dmp,r? {ln(l +al) + ] (3.32)
1+,

Auswertung des Integrals an den eingesetzten Grenzen fithrt zu:

1 1
M,; = 4dmpers [ In(1 — ) - | Im(1+0)+—— 3.33
wot (140 ) = (W00 g | G39)
= dnpr (In(1+c¢) + N (3.34)
s 1+¢

Den Term —1 erweitern wir mit 1+ ¢/1 4 ¢ und erhalten final:

My, = 4mper? <1n(1 +c¢)— > (3.35)

1+c
Mithilfe der Gl. (3.35) lésst sich nun in unserem Fall die Skalendichte ps bestimmen:

Mvir

- 473 (ln(l +c) — 1%0)

ps (3.36)

Um nun diese Formel fiir unsere Zwecke nutzen zu koénnen, fehlen uns aber noch
die Werte fiir den Konzentrationsparameter ¢ und den Skalenradius ry. Da wir aber
bereits wissen, dass die Beziehung ¢ = r,;, /r gilt, konnen wir r, bestimmen, indem
wir fiir eine gegebene Halomasse M, die gleichzeitig hier auch die Virialmasse M.,
ist, den entsprechenden Virialradius r,; bestimmen. Dafiir nutzen wir aus, dass
4 4

Mm’r = §7T7”M-T . 200,00 (337)

gilt. An der Stelle sei noch einmal erinnert, dass der Virialradius r,; den Radius

r eines virialisierten Halos bezeichnet, dessen Dichte 200-mal (eigentlich: 178-mal

vgl. Kap.2.2.2) grofer ist als die der Hintergrunddichte p. bei einer gegebenen Rot-
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verschiebung z (in unserem Fall: z = 0). Damit folgt aus Gl. (3.37):

3 Mvir Y3

Fiir verschiedene Halomassen unterschiedlicher Grofsenordnungen lésst sich nun je-

weils der Virialradius berechnen, deren Werte in Tabelle 3.1 zusammengefasst sind.

Tabelle 3.1: Ubersicht iiber die berechneten Virialradien r,;, [in kpc| in Abhéngigkeit
der Halomasse [in M| verschiedener Grofenordnungen.

Mpao 1090, 107 M, 102M, 108 M, 10%M, 10% M,

Toir [In kpe| 44,45 95,76 206,31 444,47 957,59  2063,07

Da der Konzentrationsparameter in der Regel von der Halomasse abhéngt, konnen
wir mithilfe der Abbildung 3.3 von [14] entnehmen, bei welcher Halomasse (fiir

z = 0) sich welcher Wert fiir ¢ ergibt:

30 '

WMAPS cosmology
c—M model
N based on MAH .
N High—maoss
N c—M relation

20

Logyo M [Me)

Abbildung 3.3: Konzentrationsparamater ¢ gegen die Halomasse [in Einheiten von
M| in logarithmischer Darstellung fiir unterschiedliche Rotverschie-
bungen z aufgetragen; entnommen von [14].
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Aus der Abb. 3.3 werden die Werte (fiir z = 0) des Konzentrationsparameters aus
dem Modell High-Mass c-M relation, das von Correa et al. genutzt wurde, entnom-
men. Die Werte des Modells WMAPS5-Cosmology werden deshalb nicht gewéhlt,
weil das Modell die dunkle Energie mit 2y = 0,74 im Universum beriicksichtigt
[14]. Auch im zweiten Teil dieser Arbeit berufen wir uns weiterhin auf dem Modell
des Einstein-de-Sitter-Universums ohne dunkle Energie (25, = 0). Anhand der Ab-
bildung ist zu erkennen, dass der Konzentrationsparameter fiir kleinere Halomassen
grofer ist als fiir grofere Halomassen. Allgemein ist der Wert fiir ¢ umso grofer, je
frither sich Halos bilden. Dadurch zeigt sich die hierarchische Entstehung von Halos,
und impliziert, dass kleine Halos sich frither gebildet haben, wéihrend die Hinter-
grunddichte des Universums noch grofter war als im Vergleich zu heute [5]. Mit den
Virialradien lassen sich nun auch die Skalenradien berechnen. Und darauffolgend
kénnen mit den berechneten Skalienradien dann auch die entsprechenden Skalen-
dichten p; geméf Gl. (3.36) berechnet werden, wobei fiir die Dichte die Radien von
kpc in m und die Massen in kg umgerechnet worden sind. Tabelle 3.2 fasst die

Ergebnisse zusammen:

Tabelle 3.2: Ubersicht iiber die berechneten Skalenradien r, iiber die Beziehung
¢ = ryy/rs in Abhéngigkeit des fiir jede Halomasse M bestimmten
Konzentrationsparameters ¢ sowie die entsprechenden Skalendichten pj

nach Gl. (3.36).

Miato 10100V, 10" M, 102M, 108 M, 10 M, 10" M,
c 12,5 9.5 78 6,2 4,9 3.9
Ty [kpc] 3,56 10,08 26,45 71,69 193,45 528,99
ps [10°2m3/kg] 7,14 3,64 2.26 1,31 0,78 0,46
3.2.2 Gas

Auch Gase kénnen anhand einer Dichteverteilung beschrieben: Im Jahr 1976 haben
A. Cavaliere und R. Fusco-Femiano auf Grundlage der Daten zur Rontgenleucht-
kraftverteilung von heifem Plasma in Galaxienhaufen eine gute Ubereinstimmung
mit dem King-Modell gefunden [11]. Die Dichteverteilung des Gases in Galaxien

kann geméfs den Beobachtungsdaten daher an das sogenannte - Modell
o\ 2 —38
pes = po (1 +(2) ) (3.39)
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angepasst werden. py bezeichnet hier die Zentral- oder Kerndichte und stellt die
maximale Dichte bei r = 0 dar. r. bezeichnet den Kernradius. Das $-Modell kann
als eine Art modifiziertes King-Modell angesehen werden, der um den Faktor
erweitert wurde. Die Konstante 8 kann iiber das hydrostatische Gleichgewicht unter
der Annahme eines isothermen Gasverteilung hergeleitet werden und ist laut [36]

definiert als )

pmy oy
B = /@Tpc‘as (3.40)
o2 beschreibt die Geschwindigkeitsdispersion des Gases. Im Folgenden verwenden
wir fiir unsere Zwecke einen Wert von etwa (§ &~ 2/3, den man als ungefdhren Wert
aus den Ergebnissen der Publikation von Chen et al [13] entnehmen kann. Wie
schon beim NFW-Profil bietet sich wiederum die Substitution mit dem normierten

Kernradius x. := r/r. an. Abbildung 3.4 zeigt den Verlauf des Dichteprofils.

100 e B-Profil mit 8 = 2/3
- 10—1 -
Q
£
]
(=]
Q
a
B
=
Y 1072
a
/]
t
2
3
e
o
< 10774

1074 4

T T T T T
1072 1071 10° 10! 102

Normierter Radius x¢ = r/rc

Abbildung 3.4: Doppelt-logarithmische Darstellung des S-Profil mit g = 2/3. Auf
der y-Achse ist die Dichte auf py normiert sowie auf der x-Achse der
Radius auf den Kernradius 7, mit x. :=r/r..

Fir » < z,. erkennt man die Abflachung des Profils, das auf eine konstante Dichte
des Gases nahe dem Zentrum hindeutet. Fiir # > x, fillt die Dichte mit p oc 272
ab. Wir mochten nun analog zum Skalenradius beim NFW-Profil mithilfe der bereits
berechneten Werte auch Werte fiir den Kernradius r. ermittlen. Aus den Ergebnissen

der Publikation von Chan besteht zwischen dem Skalen- und dem Kernradius die
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hergeleitete Beziehung [12]
rs R V3T, (3.41)

Dabei wurden iiber das hydrostatische Gleichgewicht eine Beziehung zwischen dem
Modell der kalten dunklen Materie mittels des NFW-Profils und dem Modell des
heifen Gases mittels des [-Profils hergeleitet. Fiir eine detaillierte Betrachtung der
Herleitung sei auf [12] verwiesen. Mithilfe der Gl. (3.41) kénnen wir mit den Skalen-

radien die Kernradien ermitteln. Tabelle 3.3 fasst die Ergebnisse zusammen.

Tabelle 3.3: Ubersicht iiber die berechneten Kernradien r, [in kpc].
Mpao ~ 10°M, 10" M, 102 M, 108 M, 10% M, 10" M,

re [inkpe] 2,05 5,82 1527 41,39 111,96 305,41

3.3 Hydrostatisches Gleichgewicht

Auf den vorherigen beiden Unterkapiteln aufbauend sollen die beiden Aspekte Sta-
bilitdt des Gases (— Jeans-Kriterium) gegeniiber der Gravitation sowie die unter-
schiedlichen Dichteprofile der dunklen Materie (— NFW-Profil) und des Gases (—
p-Profil) zusammengefithrt werden. Im Folgenden betrachten wir ein Gas inner-
halb eines von dunkler Materie dominierten Halos und stellen die Frage, wie grof
der Druck des Gases auf die Gravitation der dunklen Materie sein muss, um ein
hydrostatisches Gleichgewicht zu erzielen. Allgemein ist aus den Vorlesung zur klas-
sischen Mechanik bekannt, dass ein Gleichgewicht im Gesamtsystem nur dann be-
stehen kann, wenn die auftretenden Kréfte gleich grofs sind und entgegengerichtet
zueinander wirken. In unserem Fall muss fiir ein Gleichgewicht gelten, dass die Gra-

vitationskraft Fi,., gleich grof wie die Druckkraft Fp,,. sein muss:
_FGrav = FDruck (342)

Oder allgemein muss ), F; = 0 fiir ein Kréftegleichgewicht gelten. Die Druckkraft,
die auf eine bestimmte Flacheneinheit A wirkt, ist nichts anderes als das Produkt
des Drucks und der Fliche, also F' = pA. Zur Beschreibung des Gleichgewichts

betrachten wir ein wiirfelférmiges Gaspéckchen der Kantenlédnge z (s. Abb. 3.5).

70



KAPITEL 3. KOSMISCHES GAS IN HALOS
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Abbildung 3.5: Schematische Skizze eines wiirfelférmigen Gaspéckchens mit Kan-
tenldnge z mit den von oben und unten einwirkenden Druckkraften;
entnommen von [31].

Von oben wirkt auf das Gaspéckchen die Kraft Fj,, = —pi,,A. Das Vorzeichen der
Kraft ist negativ, weil die Kraft ,nach unten“ driickt. Von unten ergibt die Kraft
Foottom = +DvottomA. Als dritte Kraft muss noch die Gewichtskraft Fz = —mg =
—pgV des Gaspéackchens selbst beriicksichtigt werden, wobei m die Masse und p die
Dichte des Péckchens bezeichnet [31]. Das Minuszeichen resultiert wieder aus dem
Grund, da die Gewichtskraft ,nach unten wirkt. Das Volumen ldsst sich iiber die
Seitenflaiche A und der Hohe Az des Wiirfels zu F' = —pg - AAz umschreiben. Die
Summe aller drei Kréfte Fj,; ergibt demnach [31]:

Ftot ; 0= —pPg - AAz + pbottomA - ptopA’4 (343>

Die Fliache A kiirzt sich heraus und vereinfachen des Ausdrucks liefert [31].

Ptop — Pvottom = —,OQAZ (344)
—_———
:Ap

Ap ist hier die Differenz der Driicke von oben und unten. Umformen ergibt:

Ap _

— 4
A, Py (3.45)

71



KAPITEL 3. KOSMISCHES GAS IN HALOS

Den Ausdruck Ap/Az kann man auch mit dem Differentialoperator zu dp/dz um-
schreiben oder allgemein durch Anwendung des Nabla-Operators zu ?p.

g = GM/r? ist die aus der Mechanik bekannte Erdbeschleunigung (Ortsfaktor). Fiir
ein allgemeines sphérisch-symmetrisches System mit einer M und einem Radius r
verwendet man das Gravitationspotential ®(r) und wendet den Nabla-Operator an.

Allgemein lautet die Gleichung fiir das hydrostatisches Gleichgewicht [36]:
Vp=—pVo (3.46)

Da sowohl das Gravitationspotential als auch der Druck fiir ein sphérisches System
radial-symmetrisch sind, l4sst sich Gl. (3.46) in Abhéngigkeit vom Radius r schreiben
als |36]:

dp dd
Mit ®(r) = GM/r (— Gl. (2.43)) ergibt sich daher d®/dr = GM/r?* |36]:
dp GM(r)

An dieser Stelle sei angemerkt, dass die eingeschlossene Masse M (r) hier diejenige
Masse darstellt, die sich iiber die Integration der NFW-Profildichte ergibt (— GI.
(3.27)) und beriicksichtigt werden muss, wéhrend p hier die Dichte des Gases meint
und durch das §-Profil beschrieben wird. Abbildung 3.6 zeigt den qualitativen Ver-
lauf der Druckkraft (blau gestrichelte Linie), wenn es sich um ein isothermes Gas
handelt. Die Gravitationskraft {iberwiegt die Druckkraft nahe des Zentrums. Bei
etwa r &~ 12 kommt es zum Schnittpunkt mit der Kurve fiir die Gravitationskraft

und die Druckkraft iiberwiegt die Gravitation in den dufteren Bereichen des Gases.

72



KAPITEL 3. KOSMISCHES GAS IN HALOS
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Abbildung 3.6: Veranschaulichung der Gravitationskraft gegen die Druckkraft unter
Annahme eines isothermen Gases in doppelt-logarithmischer Dar-
stellung.

Abbildung 3.6 zeigt also eindeutig, dass das Gas eben nicht isotherm sein darf,
um ein hydrostatisches Gleichgewicht zu erreichen. Daher muss die Temperatur des

Gases radial variieren.

3.4 Temperaturprofil

Nach Herleitung des hydrostatischen Gleichgewichts und konkreter Anwendung auf
unseren Fall kénnen wir mithilfe von Gl. (3.48) das notwendige Temperaturprofil
T'(r) herleiten, um das geforderte Gleichgewicht zwischen dem Gas und der Gra-
vitation zu erzielen. Den Ausdruck dp/dr konnen wir iiber das ideale Gasgesetz
umschreiben (— GI. (3.19)) und erhalten:

d (p(r,)kBT(r’)> _ _p(r,)GM—(r’) (3.49)

T 2
dr \ pmy r

Integration der beiden Seiten von einem Radius r bis ins Unendliche liefert:

kB ! d / / r_ T / GM(T/> /
Mmp/%[p(r VT'(r")] dr’ = —/p(r) o dr (3.50)
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Der Differentialoperator d/dr und das Integral heben sich gemeinsam auf und erge-
ben letztendlich die Funktion selbst an den Integrationsgrenzen ausgewertet.
Unter Anwendung der Randbedingung und Annahme, dass die Gasdichte im Un-

endlichen verschwindet (lim,_, p(r) = 0), vereinfacht sich die linke Seite zu:

ks

HITp

7)== [ o) (3.51)

Natiirlich wird die Gasdichte in Wirklichkeit fiir » — oo nicht null werden und
stellt hier eine Vereinfachung dar, weil die Gasdichte nicht die kritische Dichte des
Universums unterschreiten wird, die ja selbst nicht bei null liegt, aber mit einem
Wert von p. = 1,9 - 10720 kgm—h? duRerst klein ist.

Nach Umstellen von kg - p(r) erhalten wir das Temperaturprofil 7'(r):

/
I(r)= kgj(i ) / p(r’)G%T)dr’ (3.52)
Wir {iberfithren nun die Funktion fiir die Temperatur 7'(r) in eine dimensionslose
Form um, wie es schon in Kap. 2.3.5 mit den Bewegungsgleichungen gemacht wur-
de. Dafiir schreiben wir die Masse zu M(z) = M(r)/4mpsr® sowie p(x) = p(r)/po
in eine dimensionslose Gasdichte um. Auflerdem substituieren wir wieder mit dem
normierten Skalenradius x5 = r/rs und damit dr = r.dz,. Einsetzen in Gl. (3.52)

resultiert zu:

o

wmy 1 / ~ 47TGPST§ ) M(x/) /
T(x) = — x rsdx 3.53
( ) kB pOp(m) pOp( ) (x,STS)Q ( )

x

Der Integralausdruck lasst sich vereinfachen, indem die Konstanten vor das Integral

gezogen werden.

pm,Gpar? 4 7 M)
T = .04
) = (M) T [y M (3.54)
—T(2)

Fiir die verschiedenen Halomassen konnen wir dann die Temperatur im eingeklam-
merten Ausdruck jeweils berechnen, womit wir eine Art Referenztemperatur je nach
Halomasse erhalten — oder anders ausgedriickt: wir berechnen eine Virialtemperatur,

da wir die Werte r; und p; (— Tab. 3.2) aus dem Virialradius ermittelt haben.
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Fiir ein vollstdndig ionisiertes Gas betréagt die mittlere Teilchenmasse p ~ 0,6, da
im ionisierten Zustand nicht nur die Protonen der Wasserstoff- und Heliumatome,
sondern auch ihre Elektronen berticksichtigt werden miissen [35]. Mit den Werten

aus Tabelle 3.2 ergeben sich folgende Werte in Tabelle 3.4 zusammengefasst:

Tabelle 3.4: Ubersicht die berechneten Temperaturwerte in Abhéingigkeit der Halo-
masse.

Mpyao 10°M, 101 M, 102M, 108M, 104M, 10 M,

T [K] 4,17-10* 1,71-10° 7,3-10° 3,12-10% 1,35-107 5,93-107

Abbildung 3.7 zeigt das erforderliche Temperaturprofil T(:p), damit es zum hydro-

statischen Gleichgewicht zwischen des Gam und der Gravitation kommt.

3.0 n
Berechnetes Temperaturprofil T(x)

2.5 1

Normierte Temperatur T

2.0 1

1.5 1

1.0 1

0.5 1

0.0 1

1072 107! 10° 10! 10? 103
Normierter Radius xs =rjrs

Abbildung 3.7: Dimensionsloses Temperaturprofil T () des Gases in doppelt-
logarithmischer Darstellung, um hydrostatisches Gleichgewicht zu
erreichen.

Abbildung 3.8 zeigt, dass die beiden Kurven Fg,q, und Fp, perfekt iibereinander

liegen.
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Abbildung 3.8: Veranschaulichung der Gravitationskraft gegen die Druckkraft
mit dem in Abb. 3.7 ermittelten Temperaturprofil in doppelt-
logarithmischer Darstellung.

3.5 Kiihlung von kosmischen Gas

Das Abkiihlen von kosmischen Gas in Halos ist iiberhaupt der Grund, warum sich im
Verlaufe der Zeit Sterne gebildet haben. Wenn eine Gaswolke abkiihlt, heifst das, dass
sie Energie in Form von Warme abstrahlt. Infolgedessen kann sie keinen entsprechen-
den Druck gegeniiber der Gravitation aufbauen, bis dann irgendwann die Kernfusion
ziindet. Anhand der Gesetze der Thermodynamik ist bekannt, dass die Erhéhung
des Drucks auf ein Gas zur Erhohung der Temperatur fiihrt. Betrachtet man einen
adiabatischen Prozess, bei dem das System keine Wérmeenergie mit der Umgebung
austauscht, ausgedriickt durch TV7~! = konstant (mit v =Adiabatenexponent),
fiihrt eine Verringerung des Volumens zur Erhohung der Temperatur [35]. In der
Astrophysik fithrt der Kollaps eines Gases aber zur Abstrahlung von Energie und
dieser Energieverlust fordert die Abkiihlung [35]. Die genauen atomar ablaufenden

Mechanismen, die zur Abkiihlung fithren, sollen kurz thematisiert werden.

3.5.1 Kiihlungsmechanismen

Es gibt vier verschiedene Moglichkeiten, wie es zur Abkiihlung kommen kann, und

alle Prozesse haben gemeinsam, dass es mindestens zwei Teilchen braucht, die mit-
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einander wechselwirken miissen [35]. Wie schon zuvor betrachten wir ein Gas in der
Frithphase der Universums, das hauptséchlich nur aus Wasserstoff und Helium im

3:1-Verhaltnis besteht. Abb. 3.9 fasst die Mechanismen schematisch zusammen.

A | —
° ° — (@ | °
(a) Elektronische Anregung (b) Tonisation
0 ‘/\
[
(c¢) Rekombination (d) Bremsstrahlung

Abbildung 3.9: Schematische Darstellung aller vier Kiithlungsmechanismen, die sich

auf atomarer Ebene abspielen; entnommen und leicht adaptiert von
[35].

Der erste Vorgang (vlg. Abb. 3.9a), der zur Abstrahlung fiihrt, ist die elektronische
Anregung eines Atoms. Ein freies Elektron kann durch Kollision seine kinetische
Energie auf ein im Atom gebundenes Elektron iibertragen, um dieses dann von ei-
ner energetisch tiefer liegenden Schale in eine energetisch hohere Schale anzuregen.
Die fiir die Anregung notwendig Energie ergibt sich aus der Energiedifferenz AFE der
beiden Schalen. Weil das angeregte Elektron sich aber in einem instabilen Zustand
befindet, fillt es unter Abstrahlung eines Photons der Wellenldnge A = hc¢/AE in
die energetisch tiefer liegende Schale zuriick. Mit geniigend hoher Energie, wie in
Abb. 3.9b zu sehen ist, kann ein freies Elektron das gebundene Elektron aus dem
Atom herausschlagen, sodass es nicht mehr gebunden ist und ein elektrisch geladenes
Atom {ibrig bleibt. Diesen Prozess nennt man Ionisation. Beide Elektronen haben
nach der Stofionisation eine geringere Energie. Bei diesem Prozess wird zwar keine
Strahlung emittiert, aber dadurch sinkt die mittlere kinetische Energie [35]. Des Wei-
teren wird auch der dritte Prozess geméf Abb. 3.9¢ begiinstigt, ndmlich dass es zur

Rekombination eines freien Elektrons mit einer Fehlstelle im Atom (,,Loch“) kommt.
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Infolgedessen wird hier Strahlung abgegeben. Der letzte Prozess ist die Bremss-
trahlung (vgl. Abb. 3.9d), die auch in Rontgenrohren auftritt und Bestandteil von
Rontgenstrahlung ist. Dabei wird ein Elektron in der Néhe einer positiven Ladung
durch sein elektrisches Feld so stark ,abgebremst”, dass es Strahlung emittiert. Aus
der Elektrodynamik ist bekannt, dass eine Anderung des Geschwindigkeitsbetrag
eines Elektrons durch das elektrische Feld des Atoms zu einer Beschleunigung fiihrt.
Und beschleunigte Ladungen emittieren elektromagnetische Strahlung [32].
Wenn also alle vorher beschriebenen Prozesse auf Kollisionen zwischen den Teilchen
beruhen, ldsst sich auch eine Kollisionsrate herleiten. Die Rate ist nach [35] propor-
tional zur Anzahldichte n 4 eines Teilchens der Spezies A und npg eines Teilchens der
Spezies B. Da das Interesse auf primordialem Gas im vollstdndig ionisierten Zustand
liegt, kann man nun die Anzahldichten der Heliumkerne ny,. sowie der Elektronen
n.- in Einheiten von der Anzahldichte des Wasserstoffkerns ny ausdriicken. Weil
das Massenverhéltnis von Wasserstoff- zu Heliumkernen bei 3 : 1 liegt, wobei fiir
myg = 1m, und mgy. = 4m, in Einheiten der Protonenmasse gilt, kommen auf ein
Wasserstoff- zwolf Heliumkerne. Die Verhéltnisse der Anzahldichten ergeben dann
[35]

e Mg Me 1 (3.55)

Fiir ein ionisiertes Gas ergeben sich 14 Elektronen, zwolf vom Wasserstoft und zwei

vom Helium. Die gesamte Anzahldichte n ergibt aus der Gesamtzahl der Teilchen,

namlich

13+14 27
=~ =y (3.56)
2

Bis auf den konstanten Faktor ist die Kollisionsrate proportional zu n4 - ng ~ nj

n

ist. Anschliefend lédsst sich damit eine sogenannte Kthirate C definieren [35]:
C=AT)-n% (3.57)

Die Kiihlrate gibt an, wie viel Energie pro Zeit und pro Volumen durch verloren geht.
A(T) beschreibt die Kiihlfunktion in Abhéngigkeit von der Temperatur, wobei A(T)
eine Vereinfachung ist, da die Funktion auch von der Metallizitdt Z abhéngt, also
A(T, Z). Die Metallizitat gibt die Héufigkeit an, mit der Metalle bei Fusionsprozessen
entstehen. Als Metalle werden die Elemente gesehen, deren Ordnungszahl hoher
als Helium ist. Abb. 3.10 zeigt den Kurvenverlauf von Kiihlfunktionen qualitativ

verschiedener Metallizitdten in Einheiten von Z.
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Abbildung 3.10: Kiihlfunktionen im Temperaturbereich von 7" = 10* bis 10® fiir ver-
schiedene Metallizitdten Z; entnommen von [35]. Die Daten selbst
zur Erstellung dieser Kiihlfunktionen sind bei Sutherland et al. zu

finden [39].

Auffallig ist, dass die Kiihlkurven fiir zunehmende Metallizitdten hoher liegen als
fiir niedrig liegende. Das bedeutet, dass die Anwesenheit von schwereren Elementen
die Kiihlung eines Gases begiinstigt. Das primordiale Gas kiihlt damit am schwéchs-
ten. In der Kurve fiir das primordiale Gas (primordial Z;) erkennt man zwischen
T = 10*K und T = 10° K zwei Peaks. Der linke Peak ist auf den Prozess der elek-
tronischen Anregung und Ionisation fiir Wasserstoff und der rechte Peak fiir Helium
aufegrund derselben Prozesse zuriickzufiihren. Ab T' = 10° K ist der Anstieg der Kur-
ve auf die Bremsstrahlung zurtickzufiihren [35]. Fiir unsere Zwecke betrachten wir
die Kihlfunktion (blaue Kurve) des primordialen Gases genauer und wollen nun
wissen, wie lange das Gas braucht, um abzukiihlen. Denn die Gase diirfen ja nur

eine bestimmte Kiihlzeit brauchen, wenn man heute Sterne beobachten kann.

3.5.2 Kiihlzeit

Wir betrachten das Gas wéihrend der Kiihlzeit weiterhin im hydrostatischen Gleich-
gewicht. Auferdem vernachléssigen wir sogenannte Rickkopplungen (engl. feedback)
im Galaxienkernen, wenn das Gas aufgrund von Super-Novae-Explosionen bei der
Sternentwicklung von innen wieder aufgeheizt wird [35]. Fiir die Kiihlzeit ¢ gy wird
laut [35] die grobe Annahme gemacht, dass fiir das Verhéltnis von der Energie &£

eines Teilchens zur Kiihlrate C gilt:

o

tien = — (3.58)

N
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Die Energie eines einzelnen Teilchen ist iiber den Gleichverteilungssatz definiert als
E = f/2-kgT, wobei f die Anzahl der Freiheitsgrade beschreibt. Da (atomarer)
Wasserstoff und Helium monoatomare Teilchen im Gasgemisch sind und damit kei-
ne Freiheitsgrade der Rotation und der Vibration aufweisen, bleiben nur noch drei
translatorische Freiheitsgrade (z-, y- und z-Richtung) tbrig, also f = 3 und damit
folgt £ = 3/2 - kgT [42]. Multipliziert man die Energie mit der gesamten Anzahl-
dichte n (— Gl. (3.56)) ergibt sich fiir txp; [35]

SnkgT 3nkpT
trn = 2 = 3.59
KM N(T) -n2, — 2M(T)n?, (3:59)
Und mit n/ng = 27/12 (— Gl. (3.56)) folgt:
6, 75kpT kpT
tih = ———b— = 3,375 3.60
K= 9NT g~ 77 AT )ny (3.60)

Die Temperatur T ergibt sich aus den Referenzwerten, die in Tabelle 3.4 dargestellt
wurden, multipliziert mit dem in Gl. (3.54) hergeleiteten Temperaturprofil. Damit
erhélt die Kiihlzeit auch ein radiales Profil. Die Kiihlfunktion A(T") fiir ein primor-
diales Gas konnen wir anhand der Daten von [39] erstellen. Was noch fehlt, ist die
Anzahldichte n, die wir iiber das S-Profil berechnen kénnen. Denn geméfs Gl. (3.18)

kénnen wir Dichte p in die Anzahldichte n folgendermafien umrechnen:

—35
n :;L p r 2 2
R <_) (3.61)
No my Po Te

Die Frage ist nun, wie wir auf die Zentraldichte py kommen. Daher liegt es nahe,

mithilfe von GL. (3.27) die Masse Mgqs zu berechnen, die das Gas einschliefst, so wie
auch die Masse durch das NFW-Profil hergeleitet wurde. Es gilt daher:

T

-3
M. — 4 12 r, ? ’ /
Gas =4m [ 17po | 1+ - dr (3.62)

0

Mit der Substitution z. := r/r., woraus auch dr = r.dz folgt, und mit 5 = 2/3
ergibt sich:

Meqs = 4 / (@'re)p0 (14 2%) 7" (reda’) (3.63)
0
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T

1’/2
= 47‘['/)07“3/ 1+ 72 d.T/ (364)
0

Auch dieses Integral ldsst sich elementar 16sen, indem man den Zahler mit +1 — 1

erweitert:
x? 2?+1-1 B 1

1+22 1+ 22 1422

Bildung der Stammfunktion und Integration von » = 0 — x = 0 nach r = ry;, —

(3.65)

T = Tyir /T ergibt:

oo

Mgas = 4mpor? [z — arctan(m)]ogzr = dmpor? (TW — arctan (TW)) (3.66)
r

C /rC

Kirzen liefert:

Meas = 4mpor? (rm — r.arctan (TW)) (3.67)

Te

Mit der Beziehung ry = v/37. (— G1.(3.41)) und ¢ = 7, /7 lisst sich der Ausdruck

elegant umschreiben zu:

Mes = 47 p0 (\%) 2 (rsc - % arctan <\/§c>) (3.68)

= Lo ( - aretan (ﬁc)) (3.69)

Die Masse des Gases konnen wir als Mgas = faasMpaio schreiben, wobei fo.s &~ 0, 16
laut [4] ist und den Anteil der Masse des Gases an der Gesamtmasse meint. Damit

lésst sich nun final die Dichte py bestimmen:

3fGas MHalo
4r3 (c — % arctan (\/5 c))

Po = (3.70)

Mit der Dichte py lésst sich auch dann die zentrale Anzahldichte ng = po/pm,

ermitteln. Die Tabelle 3.5 fasst die berechneten Werte zusammen:

Tabelle 3.5: Ubersicht iiber die berechneten Werte der Dichte py sowie der Anzahl-

dichte ng.
Myalo 1019 M, 101 My 102 M, 108 M, 10 M,  10% M,
po [10723 m3 /kg] 4,95 2,93 2,01 1,31 0,87 0,57
no [1031/m3] 0,49 0,29 0,20 0,13 8,67 5,66
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Jetzt lasst sich die Kiihlzeit, wie in Abb. 3.11 zu sehen ist, berechnen, fiir deren
Darstellung die Kiihlzeit farblich kodiert ist und 10* bis 104 Jahre als Zeitspanne
genommen wurde. Als zweite Farbkodierung wurde aufserdem das radiale Profil eines

jeden Halos, das sich aus dem Temperaturprofil ergibt, abgebildet.
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Abbildung 3.11: Kiihlzeiten fiir Halos verschiedener Massen mit Farbkodierung so-
wohl fiir die Kiihlzeit von 10* bis 10* Jahren als auch fiir das radiale
Profil der Halos.

Interessant ist in der Abbildung zu sehen, dass die Kiihlzeit der Halos nahe des
Zentrums deutlich geringer ist als in den weiter dufseren Bereichen, was auch zu
erwarten war. Das erklart sich dadurch, dass die Dichte im Zentrum des Gases
grofer ist als weiter aufen. Dadurch kiihlt das Gas im Inneren schneller ab als in

den aufieren Bereichen.
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Abbildung 3.12: Kiihlzeiten fiir Halos verschiedener Massen mit Farbkodierung fiir
die Kiihlzeit von T' = 10* bis 10'¢ Jahre und unter Annahme einer
konstanten, mittleren Dichte des Gases; entnommen und leicht ad-
aptiert von [35].

Vergleicht man Abb. 3.11 mit der Abb. 3.12, ist zu erkennen, dass die grau ge-
strichelten Linien fiir die Halomassen alle diagonal durch das Diagramm verlaufen.
Der Grund hierfiir ist, dass bei der Herleitung der Virialtemperatur eine mittlere,
konstante Dichte fiir das Gas angenommen wurde (vgl. Herleitung wieder iiber das
Virialtheorem von [35]), wohingegen in unserem Fall die Dichte des Gases, durch
das (3-Profil beschrieben, eben nicht konstant ist und durch ein radiales Profil be-
schrieben wird. Auch die Temperatur ist nicht konstant, sondern weist ebenso auch
radiales Profil auf, um das hydrostatische Gleichgewicht mit der Gravitation der

Dunklen Materie zu wahren.
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Zusammenfassung und Fazit

Die vorliegende Masterarbeit hat sich mit dem astronomischen Thema rund um
,Dunkle-Materie-Halos* mit vereinfachten Modellen, z.B. dem Modell des sphé-
rischen Kollapses, und Simulationen vertieft auseinandergesetzt. Dafiir wurde im
ersten Teil der Arbeit untersucht, wie sich ein Halo, der mit einer unterschiedli-
chen Anzahl von N Teilchen und unterschiedlichen softening-Werten in mehreren
Durchlaufen simuliert wurde, wiahrend der Zeit entwickelt hat. Damit die durchge-
fithrten N-Korper-Simulationen zuverldssige Ergebnisse liefern konnten, wurde im
Unterkapitel davor (s. Kap. 2.3) ausfiihrlich erklért, wie numerische Stabilitdt des
verwendeten Algorithmus bewerkstelligt werden kann. Durch die Verwendung des
Velocity-Verlet-Verfahrens gegeniiber dem Fuler-Verfahren, oder durch das Force-
Softening, um unendliche Kréafte bei den Berechnungen zu vermeiden, sowie die
Nutzung von adaptiven Zeitschritten, damit die Beschleunigung unter den Teilchen
genauer berechnet werden, konnen die numerischen Fehler minimiert werden, sodass
die wahren, physikalischen Vorgénge nicht verfilscht werden.

Die Ergebnisse zur zeitlichen Entwicklung des Halokollapses haben gezeigt, dass
nach dem ersten Kollaps der Halo die sogenannte Virialisierung durchlauft, die durch
das Virialtheorem beschrieben werden kann, und anschlieffend in einen quasistatio-
nédren Gleichgewichtszustand iibergeht. Laut dem Modell des sphérischen Kollapses
erreicht ein Halo nach der durchlaufenen Virialisierung den Virialradius, der der
Hélfte des urspriinglichen Radius vor dem Kollaps (R,;, = R/2) entspricht. Die
Ergebnisse haben jedoch gezeigt, dass die Mittelwertskurve aller Simulationsdurch-
laufe sich fast wieder auf den urspriinglichen Ausgangsradius einpendelt, wihrend
der Teil der urspriinglich vorhandenen Teilchen aufgrund der wviolent relaxation aus
gebundenen System entwichen ist. Um zu zeigen, dass das klassische Virialtheorem
erfiillt ist, wurde aufserdem die Virialsumme gegen die Simulationszeit aufgetragen.
Des Weiteren wurde das Virialtheorem aufgrund des verwendeten softenings modi-

fiziert und ebenfalls dargestellt. Es hat sich gezeigt, dass die simulierte Virialsumme
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mit der theoretisch hergeleiteten annahernd deckungsgleich iibereinstimmt.
Wiéhrend des quasistationdren Gleichgewichtszustandes bildet der Halo laut der
Fachliteratur (vgl. [21]) eine Kern-Halo-Struktur (engl. core-halo-structure) aus, die
sich durch einen kompakten Kern mit hoher Teilchendichte und einem diffusen Halo
mit weit verstreuten Teilchen um den Kern herum auszeichnet. Weil Dunkle-Materie-
Halos im thermodynamischen Sinne aufgrund ihrer negativen Warmekapazitat kei-
nen Gleichgewichtszustand erreichen kénnen und weiterhin das Virialtheorem er-
fiilllen, kommt es letztendlich dazu, dass das System langfristig alle seine Teilchen
verliert und ,yverdampft“. Die genauen Prozesse, wie Halos in diesen quasistationiren
Gleichgewichszustand iibergehen, sind in der Kosmologie noch nicht vollsténdig ver-
standen und abschlieftend geklért [5].

Im zweiten der Arbeit wurden das Modell um die Dunkle-Materie-Halos ein wenig
realistischer gestaltet, indem nun sichtbare, baryonische Materie in Form von Gas in
den Halo eingebettet wird, aus dem sich spéter weitere Strukturen, z. B. Sterne, ge-
bildet haben. Nachdem zu Beginn des dritten Kapitels die theoretische Betrachtung
rund um die Stabilitdt von Gaswolken mit dem Jeans-Kriterium erfolgte, wurden
dann die unterschiedlichen Dichteprofile, ndmlich das NFW-Profil fiir die dunkle
Materie und das [-Profil fiir das Gas, thematisiert. Anschliefend wurde mithilfe
des hydrostatischen Gleichgewichts ein radiales Temperaturprofil hergeleitet, durch
das das Gas mit seinem Gegendruck im Gleichgewicht zur Gravitation der dunklen
Materie steht. Zum Abschluss wurde dann die Kiihlzeit des Gases fiir verschiede-
ne Halomassen mit dem radialen Profil der Gasdichte ermittelt. Es zeigt sich, dass
die Kiihlzeit fiir Halos kleinerer Massen geringer ist als fiir solche grofserer Massen.
Auflerdem ist die Kiihlzeit nahe des Zentrums im Gas aufgrund der hoheren Dichte
geringer als in weiter dufieren Bereichen.

Insgesamt hat die Beschéaftigung mit diesem astronomischen Thema mir gezeigt, wie
man mit einfachen Modellen, die Komplexitét eines solchen Themas herunterbrechen
kann, und dennoch einen Mehrwert daraus gewinnen kann. In den letzten Monaten
habe ich viele, neue Dinge gelernt — sowohl fachlich als auch methodisch. Je mehr ich
mich mit der Fachliteratur zur Forschung tiber Dunkle-Materie-Halos auseinander
gesetzt habe, desto mehr habe ich erst festgestellt, wie umfangreich und komplex die
Forschungsinhalte sind. Auch die Auseinandersetzung mit der Programmiersprache
Python, der Implementierung und Verbesserung der durchgefiihrten Simulationen,
dem Hochleistungsrechner bwUniCluster und dem vielseitigen Umgang mit der KI
haben meine personlichen Kompetenzen, die ich im Rahmen der Masterarbeit mit-
nehme, erprobt und vertieft. Die erworbenen Kompetenzen finden sicherlich einen

Mehrwert spéater im Lehrberuf an der Schule.
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Auch wenn die Arbeit auf vielen vereinfachten Annahmen basiert und vielleicht
nicht unbedingt einen wichtigen Forschungsbeitrag fiir die Kosmologie liefert, zeigt
diese Arbeit dennoch, dass mit gewissen Modellen abstrakte oder vom Verstdnd-
nis schwer zugéngliche Themen, mit denen Forscher eines Max-Planck-Instituts fiir
Astrophysik sich tagtaglich beschéftigen, vereinfacht werden kénnen. Dadurch kann
die vereinfachte Behandlung dieses Thema einem breiteren Spektrum an Lesern zu-
ganglich gemacht werden. Sicherlich bietet die Forschung zu Dunkle-Materie-Halos
eine weiter- und tiefgehende Beschéftigung und damit Moglichkeiten fiir weitere

Abschlussarbeiten (Bachelor-, Master- oder sogar Doktorarbeiten).
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Anhang A

Promptverzeichnis

Im Sinne der Dokumentationspflicht zur Nutzung von KI-Tools in wissenschaftli-
chen Abschlussarbeiten beinhaltet dieser Anhang eine Auflistung iiber die Prompts
des verwendeten KI-Tools (Gemini von Google, Version: 3.6 Flash) zu den Python-
Codes, mit denen die fiir die Abschlussarbeit durchgefithrten Simulationen erstellt
worden sind. Die folgende Beschreibung dient als kurzer Bericht dessen, was mir
bei der Nutzung und dem Umgang mit der KI aufgefallen ist: Generell besteht die
,Kunst* eines gut geschriebenen Prompts darin, diesen so zu verfassen, dass er al-
le notwendigen Informationen fiir die KI enthélt, um den Code so zu generieren,
dass er die jeweiligen Zwecke erreicht, wobei die KI sicherlich auch ihrerseits Vor-
schlige zur Anderung oder Verbesserung der Codes vorschlagen wird. Daher sollte
der KI auch der Kontext, fiir den der Code generiert wird — in unserem Fall: N-
Korper-Simulationen zum Kollaps von Dunkle-Materie-Halos und der anschliefende
Miteinbezug von kosmischen Gas bei der Gaskiihlung — erklart werden. Weiterhin ist
es bei der Verwendung der KI empfehlenswert, die Codes im selben Chatverlauf er-
stellen oder verédndern zu lassen und verschiedene Inhalte/Themen nicht im selben,
sondern in unterschiedlichen Chats zu behandeln. So wurden fiir die Masterarbeit
mehrere Chats einmal fiir das Thema ,N-Korper-Simulation zum Halokollaps und
einmal fiir das Thema ,Kosmisches Gas/Gaskiihlung* gefiihrt. Auerdem ist es auch
sinnvoll, die ,,Gesprache mit der KI auf mehrere Chats zu verteilen, da die KI bei
sehr langen Chatverldufen fehleranféllig wird. Dies zeigt sich dadurch, dass die KI
dann Sachen, die vorher im Chat schon einmal erwéhnt worden sind, vergisst oder
sonstige Fehler macht, die manche Leute umgangssprachlich als ,Halluzinationen®
beschreiben.

Nichtsdestotrotz konnen die im Folgenden aufgelisteten Prompts nicht immer zu
100% den gewtiinschten Code generieren, sondern es bedarf immer einer selbststéan-
digen, aufmerksamen Lektiire und ggf. Korrektur des Codes fiir die eigenen Zwecke.

Die Entwicklung der Python-Codes erfolgte nicht {iber einen einzigen Prompt, son-
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dern iiber mehrere Wochen/Monate hinweg in sehr langen Chatverldufen mit der
KI. Die Codes mussten zudem immer wieder angepasst werden, unter anderem auch
mithilfe von Riickmeldungen und Hilfen der Betreuer dieser Masterarbeit (Dr. Mar-
kus Possel und Prof. Dr. Matthias Bartelmann). Die folgenden Prompts sind daher
als Zusammenfassungen von der KI zu verstehen, um mit diesen dann die final ver-

wendeten Codes zu generieren.

A.1 Prompts fiir die Python-Codes zu den
Abbildungen, Simulationen und Ergebnissen in

Kapitel 2

e Abb. 2.1: Zeitlicher Verlauf in Einheit der Kollapszeit t. von der Expansion

bis zum Kollaps einer {iberdichten Sphére.

Erstelle einen Python-Code zum Modell des sph rischen
Kollaps:

1. Verwendetes Modell: Trigonometrische Parametrisierung
einer ueberdichten Sphaere r(\xi) und t(\xi) mit der
Hilfsvariablen \xi \in [0, 2\pil].

2. Parameter:

- R = 1.0 (Maximale Amplitude / Skalierungsfaktor)

1.0 (Kollapszeit)

- xi = np.linspace(0, 2 * np.pi, 1000)

- tc

3. Parametrische Gleichungen:
-r=(R/ 2.0) * (1.0 - np.cos(xi))
-t = (tc / (2.0 * np.pi)) * (xi - np.sin(xi))

Visualisierungs -Vorgaben (Matplotlib):

- Figure-Groesse: (9, 6)

- Plot-Linie: Farbe "b", Linienbreite 2.5, Label "Ueberdichte
Sphaere"

- Scatter -Punkt & Annotation 1 (Turn-around):
* Berechne t_turn und r_turn bei xi = np.pi

* Rot markierter Punkt bei (t_turn, r_turn) mit zorder=5

* Annotation mit Text: "Turn-around (Maximale
Ausdehnung)\n$\\xi = \\pi$, $r = R_{max}$",
Pfeilformatierung (facecolor="black", shrink=0.05,
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width=0.8, headwidth=4), Position xytext=(t_turn - 0.2,
r_turn - 0.3)
- Annotation 2 (Kollaps-Endpunkt):
* Berechne t_collaps = tc und r_collaps = 0.0
* Annotation mit Text: "Kollaps bei \n$\\xi = 2\\pi$, $t =
t_c$", Pfeilformatierung (facecolor="black",
shrink=0.05, width=1, headwidth=6), Position
xytext=(t_collaps - 0.3, r_collaps + 0.2)
- Achsenbeschriftungen & Grenzen:
* xlabel: r"Zeit in Einheiten der Kollapszeit $t_c$"
(fontsize=12)
* ylabel: "Radius $r(t)$ in Einheiten von $R_{max}$"
(fontsize=12)
* xlim: (0, tc * 1.1)
* ylim: (0, R *x 1.2)

- Layout & Style: Grid aktiviert (linestyle=":", alpha=0.6),
Legende oben rechts ("upper right"), tight_layout () und
plt.show ().

Code-Struktur:

- Nutze Kommentare zur Gliederung: # --- 1. PARAMETER
FESTLEGEN ---, # --- 2. PARAMETRISCHE GLEICHUNGEN
BERECHNEN ---, # --- 3. PLOTTEN DER ZYKLOIDE ---.

-Bibliotheken: ’numpy as np’ und ’matplotlib.pyplot as plt’.

e Abb. 2.4: Qualitativer Vergleich zwischen dem Newtonschen Gravitationsge-

setz mit und ohne dem softening-Parameter (hier exemplarisch mit ¢ = 0.25).

Erstelle einen Python-Code zum Plummer -Softening vs.
Newton-Gravitation:
1. Parameter:
- Softening: epsilon = 0.25
- Massen und Konstante: M = 1.0, m = 1.0, G = 1.0
2. Daten-Arrays:
- r = np.linspace (0.0, max(1.5, epsilon * 10), 2000)
- r_newton = np.linspace(0.01, max(1.5, epsilon * 5), 2000)
3. Kraft-Berechnungen:
- F_softened = (G * M * m * r) / (r**x2 + epsilon*x*2)**(1.5)
- F_newton = (G * M * m) / (r_newton**2)

4. Mathematisches Maximum der Gesofteten Kraft:
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- r_max epsilon / np.sqrt(2)
- F_max = (G * M * m * r_max) / (r_max**x2 +

epsilon**2) *x(1.5)

Visualisierungs -Vorgaben (Matplotlib):

Figure-Groesse: (11, 6.5), dpi=100

Plot 1 (Newton-Kraft):

* Linie: color=’firebrick’, linestyle=’-’, linewidth=2.5

*x Label: ’Newton-Kraft ohne Softening ($F \\propto r~{-2}$)’

Plot 2 (Plummer -Kraft):

* Linie: color=’dodgerblue’, linewidth=2.5

* Label: f’Newton-Kraft mit Softening ($F \\propto
N frac{{r}}{{(r~2 + \\epsilon~2) ~{{3/2}}}}%$)°

Plot-Elemente & Markierungen:

* Gruener Punkt bei (r_max, F_max): ’go’, markersize=5,
zorder=5

* Textbeschriftung fuer Maximum: plt.text(r_max * 0.5,
F_max * 1.05, f’ ($F_{{max}} \\propto 1/\\epsilon~2$)°’,
color="forestgreen’, fontweight=’bold’, fontsize=15)

Achsenbeschriftungen, Limits & Styling:

* xlabel: ’Abstand $r$’, fontsize=14

* ylabel: ’Gravitationskraft $F(r)$’, fontsize=14

* xlim: (0, max(1.2, epsilon * 5))

* ylim: (0, F_max * 2)

* Grid: plt.grid(True, linestyle=’:’, alpha=0.6)

* Legende: plt.legend(fontsize=16, loc=’upper right’)

* Layout: plt.tight_layout () und plt.show()

Verwendete Bibliotheken: ’numpy as np’ und

’matplotlib.pyplot as plt’.

e Abb. 2.6: Qualitativer Vergleich der Teilchenverteilung innerhalb einer Sphére
mit R,,.. = 50 fiir exemplarisch N = 500 Teilchen mit Farbcodierung: Im
linken Bild ist die Teilchenanzahl in jeder Kugelschale konstant (pryger ist

inhomogen) und im rechten Bild nicht konstant (pgyge ist homogen).

Erstelle einen Python-Code zu einer homogenen

1.

Teilchenverteilung in einer Kugel:
Modell: Vergleich einer falschen (linear in r) vs.

korrekten
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(Inverse Transform Sampling via u~(1/3)) homogenen
Raumausfuellung einer Kugel.

2. Parameter:
- np.random.seed (42)
- N = 500
- R_max = 50.0

3. Funktion ‘generate_sphere_particles(n, r_max,
use_cube_root=True) ¢:

- Winkel: phi ~ Uniform(0, 2*pi), cos_theta ~ Uniform(-1,

1,
sin_theta = sin(arccos(cos_theta))
- Radius: u ~ Uniform (0, 1)
- Wenn use_cube_root=True: r = r_max * (u ** (1.0 / 3.0))

(dV proportional zu r~2 dr)

- Wenn use_cube_root=False: r = r_max * u
(Dichte proportional zu 1/r-~2)

- Kartesische Koordinaten: x = r*sin_theta*cos(phi),
y = r*sin_theta*sin(phi), z = rxcos_theta

- Rueckgabe: x, y, 2z, r

Visualisierungs -Vorgaben (Matplotlib 3D):
- Figure-Groesse: (12, 6), Colormap: plt.cm.plasma
- Subplot 1 (Falsch: r = R * u):
* 3D-Scatter (add_subplot (121, projection="34d"))
* Parameter: c=r_wrong, cmap=cmap, vmin=0, vmax=R_max, s=50,
edgecolor="k", linewidth=0.5, alpha=0.9
* Title: r"Falsch: $r = R \cdot u$" "\n(Starke Verklumpung
im Zentrum)"
* Achsenlimits: [-R_max, R_max] fuer x, y, z
* Gitter explizit einschalten mit axl.grid(True)
- Subplot 2 (Korrekt: r = R * u~(1/3)):
* 3D-Scatter (add_subplot (122, projection="3d"))
* Parameter identisch zu Subplot 1 (c=r_correct)
* Title: r"Korrekt: $r = R \cdot u~{1/3}$" "\n(Homogene
Raumerfuellung)"
* Achsenlimits: [-R_max, R_max] fuer x, y, z
* Gitter explizit einschalten mit ax2.grid(True)
- Achsenanzeige: KEIN ax.axis("off") verwenden, damit das
3D-Gitter

96




ANHANG A. PROMPTVERZEICHNIS

und die Drahtmodell -Box sichtbar bleiben.
- Colorbar-Konfiguration (Links platziert):
* Achsenposition: fig.add_axes ([0.06, 0.2, 0.02, 0.6])
* Label: r"Abstand $r$ zum Zentrum (von O bis $R_{maxl}$)",
fontsize=10
* Ticks und Label links von der Colorbar
(yaxis.set_ticks_position("left"))
- Subplot-Anpassung: plt.subplots_adjust(left=0.09,
right=0.98,
wspace=-0.05, top=0.85, bottom=0.1)
- Abschluss: plt.show()
- Verwendete Bibliotheken: ’matplotlib.pyplot as plt’ und

’numpy as np’.

e N-Korper-Simulationen zu Abb. 2.7 bis 2.19, durchgefiihrt auf dem Hochleis-
tungscomputersystem bwUniCluster. Hinweis: Der Code ist hier mit N = 2000
und dem entsprechenden softening aufgefiihrt. Die Simulationen mit anderen

Teilchenzahlen N basieren analog auf dem Code.

Erstelle einen Python-Code einer N-Koerper-Simulation zum
Kollaps eines Halos, die dann auf einem
Hochleistungsrechner gerechnet werden:

1. Physikalische Grundlagen & Kraftberechnung:

- Gravitationskonstante: G_konst = 1.0
- Implementiere eine Funktion
‘compute_accelerations_pot_and_csoft (pos, masses,
softening) ¢:
* Berechne Beschleunigungen via ‘np.einsum‘ unter
Ber cksichtigung des Softening-Parameters
(‘softening=**2°¢) .
* Berechne die potenzielle Energie: E_pot = -G * sum(m_i
* m_j / sqrt(r~2 + eps~2)).
* Berechne den Softening-Korrekturterm: C_soft = -G *
sum(m_i * m_j * eps”~2 / (r~2 + eps~2)°(3/2)).

2. Checkpoints setzen:

- Implementiere ‘save_checkpoint(filename, state_dict)
(atomsicher via temporaere .tmp-Datei und os.replace)

sowie ‘load_checkpoint(filename) ¢.
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3. Hauptsimulationsfunktion

( ¢

simulate_collapse_asym_3d_adaptive ¢):

Parameter: n_particles=2000, t_end=13725.0, dt_max=0.01,
run_index=1, ordner_name="Sim N2000 ep_max"

Geometrie & Massen: R_max = 50.0, Teilchenmassen m_i =
1.0 / n_particles, Softening-Laenge eps = 3.2, Binning
fuer Massenprofil (50 Bins von 0 bis R_max).

Checkpoint -Pruefung: Falls .pkl-Datei existiert, Zustand
laden und Beschleunigung reinitialisieren; andernfalls
homogene Kugel im Ortsraum (Zufallsradien via
Kubikwurzel) und Geschwindigkeiten v=0 initialisieren
(Schwerpunkt -Korrektur fuer Ort und Geschwindigkeit).

Radien via Kubikwurzel -Zufallsverteilung: r = R_max *
(u~(1/3)) mit u ~ Uniform(0,1).

Raumwinkel isotrop verteilen: Azimutwinkel phi ~
Uniform(0, 2*pi) und Polarwinkel theta via
arccos (Uniform (-1, 1)).

Geschwindigkeiten v = 0 setzen und Schwerpunkt von Ort
sowie Geschwindigkeit auf den Ursprung zentrieren.

Integrator (Velocity Verlet / KDK):

* Adaptive Zeitschrittsteuerung: dt = min(dt_max,
max (le-5, eta * sqrt(eps / a_max))) mit eta = 0.2.
Exakter Abgleich mit t_end.

* Ausfuehrung des Kick-Drift-Kick-Schemas mit
kontinuierlicher Schwerpunktsbereinigung.

Diagnostik & Datenerfassung (alle ‘save_every = 200°¢

Schritte):

* Berechnung von E_kin, E_pot, E_ges und Impulsbetrag.

* Ermittlung des Medianradius R_med ueber alle
gebundenen Teilchen (E_ges,einzeln < 0) innerhalb von
R_max, was als Energie- und Radiusfilter fungiert.
Fallback auf den letzten gueltigen Wert.

* Erfassung von Virialprodukt (pq_aktuell = sum(m * v x*
r)), Massenprofil -Histogramm (np.histogram) und
C_soft.

Periodisches Speichern des Checkpoints alle

‘checkpoint_every = 10000°¢ Schritte. Nach Abschluss der
Simulation wird die Checkpoint-Datei entfernt.

Rueckgabewerte: (radii, zeit_hist, e_kin_hist,
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e_pot_hist, e_ges_hist, p_ges_hist, pq_hist,

c_soft_hist, bins, massen_profil_hist).

Ausfuehrungsblock (‘__main__ “):

- CLI-Argumente: Ueberpruefe ‘sys.argv‘ auf Parameter
‘--run_id=X¢ (Standard: 1).

- Ordnererstellung via ‘os.makedirs ‘.

- Existent -Pruefung der Ziel-NPZ-Datei
‘kollaps_{TEILCHENZAHL} run_{run_index}.npz‘: Bei Existenz
ueberspringen, andernfalls Simulation ausfuehren.

- Speichern aller Simulationsdaten in der .npz-Datei mittels
‘np.savez ‘.

Bibliotheken: ’o0s’, ’sys’, ’pickle’, ’numpy as np’.

o Zeitliche Entwicklung des Halo-Kollapses (zu Abb. 2.7 bis 2.10.) und zur Viri-
alsumme (zu Abb. 2.11 bis 2.14) — Hinweis: Der Code verwendet exemplarisch
den Code zu den gespeicherten Daten fiir N = 50 Teilchen mit dem ent-

sprechenden softening. Fiir die anderen Teilchenzahlen sind die Codes analog

aufgebaut.

Erstelle einen Python-Code zur statistischen Auswertung der
Daten von den N-Koerper-Simulationen:
1. Datei-Verarbeitung & Einlesen:
- Parameter: R_max = 50.0, t_c_200 = 914
- Erzeuge eine Liste ‘dateien‘ ueber os.path.join("Simb0",
"N50_epmax_neu", f"kollaps_50_run_{i}.npz") fuer i in
range (1, 101).
- Pruefe mit FileNotFoundError, falls die Liste leer ist.
- Ausgabe der Anzahl gefundener Laeufe per print().

2. Zeitachsen-Interpolation:

- Gemeinsame Zeitachse: t_gemeinsam = np.linspace(0.5, 15,
1000)

- Lade pro Datei ’radii’, ’t_hist’, ’e_kin’, ’e_pot’,
’pg_hist’, ’c_soft_hist’.

Skaliere die Zeitachse des Laufs: t_skala_lauf = t_hist
/ t_c_200 + 0.5

Interpoliere alle Groessen (np.interp) auf t_gemeinsam:

* Radii -> interpolierte_radien

99




ANHANG A. PROMPTVERZEICHNIS

* Virialsumme (2.0 * e_kin + e_pot) ->
interpolierte_virial_summe
* Tafel -Endwert (pq_hist / t_hist, abfangen mit
np.errstate, t_hist==0 auf 0.0) ->
interpolierte_tafel_endwerte
* Modifiziertes Gleichgewicht (tafel_endwert_lauf +
c_soft_hist) ->
interpolierte_modifiziertes_gleichgewicht
- Wandle die Listen via np.vstack in Matrizen um.
3. Statistik-Berechnungen (axis=0):
- Berechne Mittelwerte (np.mean) und Standardabweichungen
(np.std) fuer Radien und Virialsumme.
- Berechne Mittelwerte fuer Tafel -Endwert und

Modifiziertes Gleichgewicht.

Visualisierungs -Vorgaben (Matplotlib):
- Plot 1 (Radius-Entwicklung, figsize=(12, 6)):

* Analytische Zykloide plotten: theta
30*np.pi, 2000), radii =
(R_max/2.0)*(1.0-np.cos(theta)), t =
(1.0/(2.0*xnp.pi))*(theta-np.sin(theta)), color="blue",

np.linspace (0,

alpha=0.4, linewidth=2, Label="Symmetrischer Kollaps
(Theorie)".

* Einzellaeufe aus interpolierte_radien im Hintergrund
plotten (color=’gray’, linestyle=’--’, alpha=0.08,
linewidth=1) .

* Mittelwert-Linie: color="darkred", linewidth=2.5, Label
r"Durchschnitt der Medianradien $(R_{\text{med}})$".

* Streuung mit fill_between: color="red", alpha=0.15, Label
r"Std. abw. $R_{\text{medl}}$".

* Virialradius-Linie: plt.axhline(y=R_max/2, color="green",
linestyle="--", linewidth=2, Label r"Virialradius
$R_{\text{vir}} = R_{\text{max}}/2%").

* Achsen & Styling: x1im=(0.5, 15), ylim=(0, R_max*1.3),
MajorLocator (1.0) auf X-Achse, Title="Statistische
Auswertung des 3D-Kollapses: Medianradien", Legende oben

links (ncol=2, fontsize=11), Grid aktiviert.

- Plot 2 (Virial-Summe vs. Theoretischer Endwert,
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figsize=(12, 6)):

* Einzellaeufe aus interpolierte_virial_summe im

Hintergrund plotten (color=’gray’, linestyle=’--7,
alpha=0.08, linewidth=1).
* Simulierte Virialsumme: color="darkgreen", linewidth=2.5,

Label r"Simulierte Summe $\langle 2E_{\text{kin}} +
E_{\text{pot}} \rangle$".

* Streuung mit fill_between: color="green", alpha=0.15,
Label r"Streuung ($\sigma$)".

* Klassischer Endwert: color="red", linestyle="--",
linewidth=2.0, Label r"Klassischer Endwert $\langle
\frac{p \cdot x}{\tau} \rangle$".

* Modifiziertes Gleichgewicht: color="fuchsia",
linestyle="--", linewidth=2.5, Label r"Zusaetzlicher
Endterm durch $\varepsilon$ $\langle \frac{p \cdot
xH\tau} + C_{\text{soft}} \rangle$".

* Zero-Line: plt.axhline(y=0.0, color="black",
linestyle=":", linewidth=1.2, Label r"Ideales
Gleichgewicht ($\tau \to \infty$)").

* Achsen & Styling: x1im=(0.5, 15.0), ylim=(-0.025, 0.025),
Y-Achse MajorLocator (0.01), X-Achse MajorLocator(1.0),
Title="Verlauf der Virial-Summe vs. theoretischer
Endwert", Legende oben rechts (fontsize=13), Grid

aktiviert.

Konsolen-Ausgabe:

- Drucke am Ende statistische Kennzahlen der Virial-Analyse
aus (Mittelwerte des letzten Zeitschritts [-1] fuer
simulierte Summe, Tafel -Endwert, Mod. Gleichgewicht sowie
deren Differenzen).

Bibliotheken: ’o0s’, ’matplotlib.pyplot as plt’,

’matplotlib.ticker as ticker’, ’numpy as np’.

e Aufbauend auf dem vorherigen Code: Entfernungsverteilung der Teilchen (zu
Abb. 2.16 bis 2.19)

Erstelle einen Python-Code zu einer kumulativen
Entfernungsverteilung der Teilchen:

1. Datei-Verarbeitung & Parameter:
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Parameter: R_max = 50.0, t_c_200 = 914, N_gesamtzahl = 50

Erzeuge eine Liste ‘dateien‘ ueber os.path.join("Sim50",
"N50_epmax_neu", f"kollaps_50_run_{i}.npz") fuer i in
range (1, 101).

- Pruefe mit FileNotFoundError, falls die Liste leer ist.

Print -Ausgabe der Anzahl gefundener Laeufe.

2. Zeitachsen-Interpolation & Profil-Verarbeitung:

- Gemeinsame Zeitachse: t_gemeinsam = np.linspace(0.5, 15,
1000)
- Lade pro Datei ’t_hist’, ’massen_profil_hist’ (Form:

[Zeitschritte, Bins]) und ’bins’.

- Skaliere die Zeitachse: t_skala_lauf = t_hist / t_c_200
+ 0.5

- Berechne die kumulative Summe ueber die Bins:
kumulativ_lauf = np.cumsum(massen_profil_hist, axis=1)

- Normalisiere auf Gesamtzahl: kumulativ_lauf_norm =
kumulativ_lauf / N_gesamtzahl

- Interpoliere fuer jeden Bin einzeln (range(n_bins)) auf
t_gemeinsam (np.interp).

- Wandle die Ergebnisse in eine Matrix um:
matrix_kumulativ = np.array(interpolierte_kumulativ)

- Berechne den Ensemble-Median ueber alle Laeufe:
median_kumulativ = np.median(matrix_kumulativ, axis=0)

3. Ausgewaehlte Zeitschritte:

- Zielzeiten: gewaehlte_zeiten = [0.5, 1.0, 2.0, 3.0, 5.0,

7.0, 10.0]

Visualisierungs -Vorgaben (Matplotlib):
- Figure-Groesse: (10, 6)
- Plot-Schleife ueber ‘gewaehlte_zeiten ¢:
* Finde Naeherungsindex: idx = np.argmin(np.abs(t_gemeinsam
- t_ziel))
* Randpunkt-Fixing (Weg B): x_werte = bins, y_werte =
np.pad (median_kumulativ[idx, :], (1, 0), mode="constant")
* Linien-Plot: linewidth=2, Label rf"$t/t_c =
{t_gemeinsam([idx]:.1f}$"
- Styling:
* xlabel: r"Radius $R$ der Kugel", fontsize=14
* ylabel: r"Kumulativer Anteil der Teilchen $N(<r) /
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N_{\text{gesamt}}$", fontsize=14
* title: "Kumulative Entfernungsverteilung der Teilchen",
fontsize=16
* tick_params: labelsize=12
* xlim: (0, R_max)
* ylim: (0, 1.05)
* Grid: plt.grid(True, linestyle="--", alpha=0.3)
* Legende: plt.legend(loc="upper left", fontsize=12)
* Layout: plt.tight_layout() und plt.show()
Bibliotheken: ’os’, ’matplotlib.pyplot as plt’, ’numpy as

np’.

A.2 Prompts fiir die Python-Codes zu den
Abbildungen und Ergebnissen in Kapitel 3

e Abb. 3.2: NFW-Profil

Erstelle einen Python-Code zum NFW-Dichteprofil:
1. Mathematisches Gitter & Profil:

- Normierte Koordinate: x = r / r_s ueber einen
logarithmischen Bereich von 107-2 bis 1072 mit 500
Punkten (np.logspace(-2, 2, 500)).

- Normiertes NFW-Profil: rho_normiert = 1.0 / (x * (1.0 +

X) *k*x2)

Visualisierungs -Vorgaben (Matplotlib):
- Figure-Groesse: figsize=(10, 6)
- Plot-Inhalt:
* Doppel-logarithmische Achsen via plt.loglog(x,
rho_normiert, color=’black’, lw=2, label=r’NFW-Profil?’).
* Vertikale Hilfslinie beim Skalenradius: plt.axvline(1.0,
color=’red’, linestyle=’--’, label=r’Skalenradius $x_s$
= 12).
- Styling & Achsen:
* xlabel: r’ Radius $x_s$ = $r / r_s$’
* ylabel: r’> Dichte $\rho/\rho_s$’
* title: ’Universelles NFW-Dichteprofil’
* Grid: plt.grid(True, which=’both’, 1ls=’--7)
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* Legende: plt.legend()
* Ausf hrung: plt.show()
Bibliotheken: ’numpy as np’, ’matplotlib.pyplot as plt’.

e Abb. 3.3: g-Profil

Erstelle einen Python-Code zum Beta-Dichteprofil:
1. Parameter & mathematische Definition:
- Beta-Parameter: beta = 2/3
- Dimensionsloser Radius: x_c =1 / r_c ber einen
logarithmischen Bereich von 107-2 bis 1072 mit 500
Punkten (np.logspace(-2, 2, 500)).
- Normierte Gasdichte: rho_normalized = (1.0 +

Xx_cxx2)*x(-1.5 *x beta)

Visualisierungs -Vorgaben (Matplotlib):
- Figure-Groesse: figsize=(8, 6)
- Plot-Inhalt:
* Doppel-logarithmische Achsen (plt.xscale(’log’) und
plt.yscale(’log’)).
* Linienplot: x_c vs. rho_normalized, color=’dodgerblue’,
lw=2.5, Label r’$\beta$-Profil mit $\beta = 2/3$°.
- Styling & Achsen:
* xlabel: r’Normierter Radius $x_c = r / r_c$’, fontsize=12
* ylabel: r’Normierte Dichte $\rho_{\text{gasl}t}(r) /
\rho_0$°’, fontsize=12
* title: r’Das $\beta$-Profil’, fontsize=14
* Grid: plt.grid(True, which="both", 1ls="--")
* Legende: plt.legend(fontsize=11)
* Layout: plt.tight_layout () und plt.show()
Bibliotheken: ’numpy as np’, ’matplotlib.pyplot as plt’.

e Abb. 3.6: Gravitationskraft vs. Druckkraft fiir ein isotherm angenommenes

Gas

Erstelle einen Python-Code zum hydrostatischen Gleichgewicht
im einheitenlosen NFW- & Beta-Profil zum Vergleich

zwischen Gravitations- und Druckkraft:
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1. Parameter & mathematische Funktionen:

- Beta-Parameter: beta = 2/3 #(Literatur: Chan 2021)

- Kosmischer Gasanteil: f_gas = 0.16

- Core-Radius (in Einheiten von r_s): x_c = 1.0 /
np.sqrt (3.0)

- Konsole: Print-Ausgaben fuer "--- REIN MATHEMATHISCHE
PARAMETER ---", beta und x_c.

- NFW DM-Dichte (einheitenlos): nfw_density_pure(x) = 1.0
/ (x * (1.0 + x)*%2)

- NFW Eingeschlossene Masse (einheitenlos):
nfw_mass_pure(x) = np.log(1.0 + x) - (x / (1.0 + x))

- Beta-Gasdichte (einheitenlos): gas_density_pure(x) =

f_gas * (1.0 + (x / x_c)**x2)*x(-1.5 * beta)

2. Kraftberechnungen & Gitter:

- Radiales Gitter x = r/r_s: x_array = np.logspace(-2, 3,
200)

- Berechne rho_dm_tilde, rho_gas_tilde und M_dm_tilde.

- Schwerkraft-Term (pro Volumen): F_grav_tilde = (4 =*
np.pi * M_dm_tilde * rho_gas_tilde) / x_array**2

- Gradient der Gasdichte: drho_gas_dx via
np.gradient (rho_gas_tilde, x_array)

- Dimensionslose Temperatur: T_dimensionless = 1.0 / (3.0

* beta)

- Druckkraft (negativer Gradient): F_press_tilde

drho_gas_dx * T_dimensionless

Visualisierungs -Vorgaben (Matplotlib):
- Erstelle eine Figure mit figsize=(14, 5).
- Platziere den Plot als Subplot via plt.subplot(l, 2, 2).
- Plot-Inhalt (Einheitenloser Gleichgewichtstest):
* Doppel-logarithmische Achsen via plt.loglog.
* Gravitationskraft: F_grav_tilde, color=’red’, lw=2, Label
r’Gravtionskraft $F_{Gravl}$’.
* Druckkraft: F_press_tilde, color=’blue’, 1lw=2,
linestyle=’--’, Label r’Druckkraft $F_{Druck}$’.
* Achsen & Styling:
- xlabel: r’Normierter Radius $x = r / r_s$’
- ylabel: ’$F_{Druckl}$ vs. $F_{Gravl}$’
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- title: ’Einheitenloser Gleichgewichtstest’

- Grid aktiviert (which="both", 1ls="--")

- Legende, plt.tight_layout() und plt.show()
Bibliotheken: ’numpy as np’, ’matplotlib.pyplot as plt’.

e Aufbauend auf dem vorherigen Code - zum Temperaturprofil (Abb 3.7) und
Gravitationskraft vs. Druckkraft (Abb. 3.8.)

Erstelle einen Python-Code zum Temperaturprofil und
anschlie end einen Gleichgewichtstest zwischen der
Gravitations- und der Druckkraft:

1. Parameter & mathematische Funktionen:

Parameter: beta = 2/3, f_gas = 0.16, x_c = 1.0 /

np.sqrt (3.0)
- NFW Eingeschlossene Masse (einheitenlos):

nfw_mass_pure(x) = np.log(1.0 + x) - (x / (1.0 + x))

- Beta-Gasdichte (einheitenlos): gas_density_pure(x)
(1.0 + (x / x_c)**2)x*(-1.5 * beta)

- Radiales Gitter (feine Aufl sung): x_array =
np.logspace (-2, 3, 400)

- Berechne M_dm = nfw_mass_pure(x_array) und rho_gas =

gas_density_pure (x_array) .

2. Numerische Integration des Temperaturprofils T7(x):
- Initialisiere ‘T_profile = np.zeros_like(x_array) ‘.
- Iteriere ueber alle Radien i in range(len(x_array)):
* Schneide die Vektoren ab i bis zum Ende ab
(x_integration, M_integration, rho_integration).
* Integrand: integrand = (M_integration *
rho_integration) / x_integration**2
* Numerische Integration nach der Simpson-Regel via
‘scipy.integrate.simpson ¢ (falls len > 1, somnst 0.0).
* Berechne T_profile[i] = (4.0 * np.pi / rho_gas[i]) =*

integral_value

3. Gleichgewichtstest mit variabler Temperatur:
- Gravitationskraft (pro Volumen): F_grav_tilde = (4.0 =*

np.pi * M_dm * rho_gas) / x_array**2

- Einheitenloser Gesamtdruck: P_tilde = rho_gas * T_profile
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- Druckkraft (negativer Gradient): F_press_tilde =
-np.gradient(P_tilde, x_array)

Visualisierungs -Vorgaben (Matplotlib):

- Erstelle eine Figure mit figsize=(8, 10) und 2 vertikal
angeordneten Subplots (plt.subplot(2, 1, 1) und
plt.subplot(2, 1, 2)).

- Subplot 1 (Berechnetes Temperaturprofil):

* Semilogarithmischer Plot (x-Achse logarithmisch via
plt.xscale(’log’)).

* Linienplot: x_array vs. T_profile, color=’darkorange’,
lw=2.5, Label r’Berechnetes Temperaturprofil
$\tilde{T}(x)$".

* Achsen & Styling:

xlabel: r’Normierter Radius $x_{s} = r / r_s$’

- ylabel: r’Normierte Temperatur $\tilde{T}$’

title: ’Das notwendige Temperaturprofil f «r
hydrostatisches Gleichgewicht’
- Grid aktiviert (which="both", 1ls="--")
- Legende anzeigen.
- Subplot 2 (Gleichgewichtstest):
* Doppel-logarithmische Achsen via plt.loglog.
* Gravitationskraft: F_grav_tilde, color=’red’, lw=2, Label
r’Gravtionskraft $F_{Gravl}$’.
* Druckkraft: F_press_tilde, color=’blue’, lw=2,
linestyle=’--’, Label r’Druckkraft $F_{Druck}$’.
* Achsen & Styling:

xlabel: r’Normierter Radius $x_{s} = r / r_s$’
- ylabel: ’$F_{Druckl}$ vs. $F_{Grav}$’
- title: ’Gleichgewichtstest mit variabler Temperatur’
- Grid aktiviert (which="both", 1ls="--")
- Legende anzeigen.
- Layout: plt.tight_layout () und plt.show()
Bibliotheken: ’numpy as np’, ’matplotlib.pyplot as plt’,

>from scipy.integrate import simpson’.

e Berechnung der Virialradien 7, (zu Tab. 3.1) und Skalenradien 7, (zu Tab.
3.2):
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Erstelle einrn Python-Code zur Berechnung von Virial- und
Skalenradien:
1. Physikalische Konstanten:
- Kritische Dichte: rho_crit = 9.2e-27 [kg/m~3]
- Sonnenmasse: M_sun = 1.989e30 [kg]
- Umrechnung kpc in Meter: kpc_in_m = 3.086el19 [m/kpc]

2. Funktion ‘berechne_radien(massen_liste, c_werte_liste) ‘:

- Eingaben: Listen von Halomassen M (in M_sun) und
Konzentrationsparametern c.

- Umrechnung Masse in kg: M_kg = M * M_sun

- Virialradius in Metern: r_vir_m = ((3 * M_kg) / (800 =*
np.pi * rho_crit))*x*(1/3)

- Umrechnung Virialradius in kpc: r_vir_kpc = r_vir_m /
kpc_in_m

- Skalenradius in Metern und kpc: rs_m = r_vir_m / c und
rs_kpc = rs_m / kpc_in_m

- Rueckgabe: Liste von Dictionaries mit den Schl sseln

’masse’, ’r_vir_m’, ’r_vir_kpc’, ’rs_m’ und ’rs_kpc’.

3. Eingabedaten & Ausfuehrung:
Massenliste: massen = [1el0, lell, 1el12, 1e13, 1lel4d,

le15]
- Konzentrationsparameter: c_werte = [10.5, 9.0, 7.8, 6.2,
4.95, 3.9]

Aufruf der Funktion ‘berechne_radien(massen, c_werte) ‘.

Ausgabe Dber eine for-Schleife mit formatierter
String-Ausgabe (Masse in e-Notation, R_vir und r_s in

Metern (Scientific) und kpc mit 2 Nachkommastellen).

e Berechnung der Skalendichten pg (zu Tab. 3.2) und der Referenzwerte (zu Tab.

3.4) fiir die Temperaturen im eingeklammerten Ausdruck nach Gl. (3.54)

Erstelle einen Python-Code zur Berechnung von
Virialtemperaturen & Skalendichte rho_s:

1. Physikalische Konstanten & Parameter:
- Gravitationskonstante: G = 6.67430e-11 [m~3 kg~-1 s~-2]
- Sonnenmasse: M_sun = 1.989e30 [kg]
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- Kritische Dichte: rho_crit = 9.2e-27 [kg/m~3]
- Protonenmasse: m_p = 1.6726e-27 [kgl
- Boltzmann-Konstante: k_B = 1.380649e-23 [J/K]
- Mittleres Molekulargewicht: mu = 0.6

- Gas-Massenbruch: f_gas = 0.16

2. Eingabedaten:
- Massenliste: massen = [1el0, lell, 1lel2, 1el13, 1leld,
1e15] (in M_sun)
- NFW-Konzentrationsparameter: c_werte = [10.5, 9.0, 7.8,
6.2, 4.95, 3.9]

3. Berechnung & Schleifenlogik:
- Formatiere einen Tabellenkopf in der Konsole:

* Header: "Masse [M_sun] | rho_s [kg/m~3] |
Temperatur -Skala [K]"

* Trennlinie mit 80 Bindestrichen.

- Iteriere ueber ‘zip(massen, c_werte) ‘:

* Umrechnung Halomasse M_kg = M_m * M_sun und Gasmasse
m_gas = f_gas * M_kg.

* Virialradius: r_vir = ((3.0 * M_kg) / (800.0 * np.pi *
rho_crit))**x(1.0/3.0)

* Skalenradius: rs = r_vir / c

* Charakteristische NFW-Dichte rho_s:
- Hilfsfunktion: g_c = np.log(l + ¢c) - (¢ / (1 + ¢))
- rho_s = M_kg / (4.0 * np.pi * (rs**3) * g_c)

* Gasprofil -Parameter:
- Core-Radius: r_c = rs / np.sqrt(3.0)
- Verh ltnis ratio = r_vir / r_c und klammer = r_vir

- r_c * np.arctan(ratio)
- Zentrale Dichte rho_0 = m_gas / (4.0 * np.pi *
(r_c**2) * klammer)

* Temperaturskala T_skala:
- T_skala = (mu * m_p * G * rho_s * (rs*x*2)) / k_B

* Formatierte Ausgabe pro Zeile (Masse in e-Notation,
rho_s und T_skala in wissenschaftlicher Notation mit

2 Nachkommastellen).

e Berechnung der Kernradien 7. (Tab. 3.3) und der Zentraldichte py sowie der
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Anzahldichte ngy (zu Tab. 3.5)

Erstelle ein Python-Code zur Berechnung der Zentraldichte
rho_0 und Teilchendichte n_0 im Beta-Profil:
1. Physikalische Konstanten & Umrechnungsfaktoren:
- Kritische Dichte: rho_crit = 9.2e-27 [kg/m"~3]
- Sonnenmasse: M_sun = 1.989e30 [kg]
- Umrechnung kpc in Meter: 3.086e19 [m/kpc]

2. Hilfsfunktion ‘berechne_rs_in_metern(massen_liste,
c_werte_liste) ¢:
- Eingabe: Listen von Halomassen (in M_sun) und
Konzentrationsparametern c.
- Berechnung pro Eintrag: M_kg = M * M_sun, r_vir = ((3 x
M_kg) / (800 * np.pi * rho_crit))*x*(1/3), rs_meter =
r_vir / c.

- Rueckgabe: Liste der Skalenradien r_s in Metern.

3. Hauptfunktion
‘berechne_rho_O_rc_und_nO_fuer_alle_massen(massen_liste,
rs_meter_liste, f_gas=0.16, beta=2/3, mu=0.6,
m_p=1.67e-27) ‘:

- Kernradius: r_c = rs / np.sqrt(3.0)

- Analytisches Integral (f r beta = 2/3): ratio = r_vir /
r_c, klammer = r_vir - r_c * np.arctan(ratio)

- Volumenintegrals -Nenner: nenner = 4.0 * np.pi * (r_c*x*2)

* klammer

- Zentrale Massendichte: rho_0 (f_gas * M_kg) / nenner

- Zentrale Teilchendichte: n_0 rho_ 0 / (mu * m_p)
- Rueckgabe: Tupel aus Listen (rc_werte, rho_O_werte,

n_0_werte).

4. Ausfuehrung & Formatierung:
- Eingabedaten: massen = [1el0, lell, 1lel2, 1el13, 1lel4,
1e15], c_werte = [10.5, 9.0, 7.8, 6.2, 4.95, 3.9].
- Aufruf von ‘berechne_rs_in_metern‘ und
‘berechne_rho_O_rc_und_nO_fuer_alle_massen °
- Konsolenausgabe einer formatierten Tabelle:

* Header: "Masse [M_sun] | r_s [kpc]l | r_c [kpcl | rho_0
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[kg/m~3] | n_0 [1/m~3]"
* Tabellenzeilen mit Konvertierung von r_s und r_c in

kpc (r / 3.086e19), formatiert mit 2 Nachkommastellen.

e Abb. 3.10: Erstellung der Kiihlfunktion nur fiir das primordiale Gas (Verwen-
dung dann spéter fiir die Kiihlzeit)

Erstelle einen Python-Code zur Kuehlfunktion fuer
primordiales Gas:
1. Dateneingabe & Transformation:

- Definiere die Arrays ‘log_T_paper ‘ und
‘log_Lambda_paper ¢ mit den exakten Werten aus der
Literatur.

- Umrechnung in lineare physikalische Einheiten:

* Temperaturgitter: T_grid = 10**xlog_T_paper [K]
* Kuehlrate in SI-Einheiten: Lambda_SI =
10**log_Lambda_paper * 1le-13 [J m~3 s~-1]

- Erstelle eine Liste fuer Halomassen: massen = [1el0,
lell, 1lel2, 1el3, 1leld, 1lelb]

Visualisierungs -Vorgaben (Matplotlib):
- Figure-Groesse: figsize=(10, 6)
- Plot-Inhalt:

x Doppel-logarithmische Achsen via plt.loglog(T_grid,
Lambda_SI, color=’black’, lw=2, linestyle=’-’,
label="K hlfunktion $\Lambda(T)$’).

- Styling & Achsen:

* xlabel: ’Temperatur T [K]’

* ylabel: r’K hlrate $\Lambda(T)$ [J m$~3$ s$~{-1}$]"

* title: K hlraten verschiedener Halomassen'’

* Grid: plt.grid(True, which="both", 1ls=":", alpha=0.6)

* Legende: plt.legend(loc=’best’)

* Layout: plt.tight_layout () und plt.show()

Bibliotheken: ’numpy as np’, ’matplotlib.pyplot as plt’.

e Abb. 3.11: Aufbauend auf dem vorherigen Code - Kiihlzeiten fiir verschiedene

Halomassen.
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Erstelle einen Python-Code zum Kuehlphasendiagramm
verschiedener Halomassen:
1. Physikalische Konstanten & Basis-Setups:
- kB =1.38e-23, m_p = 1.67e-27, mu = 0.6, yr_to_s =
3.15e7
- Radiales Gitter (in Metern): r_array = np.logspace (19,
23, 400)
- Stelle sicher, dass die Datenpunkte log_T_paper,
log_Lambda_paper und das berechnete T_profile im Skript

definiert sind.

2. Funktion ‘berechne_halo_profil(M_halo, rhoO, rs, T_vir) ¢:

- Dichteprofil: rho_r = rhoO * (1 + (r_array / (rs *
%% -0.5)) *%2) **x(-1)

- Teilchendichte: n_r = rho_r / (mu * m_p)

- Temperaturprofil: T_r = T_vir * T_profile

Rueckgabe: (T_r, n_r)

3. Halo-Profile berechnen:
- Berechne Profile fuer 6 Halomassen (lel2, 1e13, 1el4,
le15, lell, 1e10 M_sun) mit den jeweiligen Werten fuer

rho0, rs und T_vir.

4. Hintergrundgitter & K hlzeit -Interpolation:

Gitter: T_grid = np.logspace(2, 8, 200), n_grid =
np.logspace(5.5, -1.5, 200)

Gitter-Matrix via ‘np.meshgrid(T_grid, n_grid) ‘¢ ->
T_mesh, n_mesh.

- Interpolation der K hlfunktion: ‘log_Lambda_mesh =
np.interp(np.logl0O(T_mesh), log_T_paper,
log_Lambda_paper) ¢

- K hlrate in SI: Lambda_mesh = (10x*log_Lambda_mesh) *

le-13

Logarithmische K hlzeit in Jahren: ‘log_t_cool_mesh =

np.logl0((3.375 * k_B * T_mesh) / ((n_mesh / 2.25) x*
Lambda_mesh) / yr_to_s) ¢

Visualisierungs -Vorgaben (Matplotlib):
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- Figure-Groesse: figsize=(14, 6)
- Konturplot £ r K hlzeiten:

* ‘levels = np.linspace(4, 14, 100)°

* ‘plt.contourf(T_mesh, n_mesh, log_t_cool_mesh,
levels=1levels, cmap=’coolwarm’, extend=’both’, alpha=1,
vmin=4, vmax=14) ¢

* Colorbar f r K hlzeit: ‘cbar = plt.colorbar(contour,
pad=0.0001) ¢ mit Ticks [4..14], Labels $10°{4}$ bis
$10-{14}$ und Beschriftung ’K hlzeit in Jahren’.

- Trajektorien der Halos:

* Plotte f r jeden Halo eine gestrichelte
grau-transparente Linie (‘plt.plot(T_r, n_r,
color=’grey’, linestyle=’--’, alpha=0.2) ‘).

* Plotte Scatter -Punkte ausged nnt ‘[::10]°¢ mit
‘c=r_array[::10]/3.08e19°¢, ‘cmap=’viridis’‘,
‘edgecolor=’white’ ¢, ‘vmin=0°¢, ‘vmax=2000°¢, ‘s=70°¢.

* Platziere Textetiketten (‘plt.text‘) f r jede Halomasse
mit weissem, halbtransparenten Hintergrund (bbox).

- Zweite Colorbar f r den Radius:

* Platziere ‘plt.colorbar(sc, label=’Radius [kpc]’)‘

basierend auf dem letzten Scatter-Plot.
- Achsen & Styling:

* Doppel-logarithmische Achsen (plt.xscale(’log’),
plt.yscale(’log’)).

* xlim: (le4, 1e8)

* xlabel: r’Temperatur T [K]’, fontsize=12

* ylabel: r’Anzahldichte n $[1/m~3]$’, fontsize=12

* title: K hlphasendiagramm mit verschiedenen Halomassen’

* Grid: plt.grid(True, which="both", linestyle=’:’,
alpha=0.5)

* Ausf hrung: plt.show()

Bibliotheken: ’numpy as np’, ’matplotlib.pyplot as plt’,

’matplotlib.cm as cm’, ’matplotlib.colors as mcolors’.
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Python-Codes

Dieser Anhang listet konkret die fiir die Abschlussarbeiten verwendeten Python-
Codes auf.

B.1 Python-Codes zu den Abbildungen,

Simulationen und Ergebnissen in Kapitel 2

e Abb. 2.1: Zeitlicher Verlauf in Einheit der Kollapszeit t. von der Expansion

bis zum Kollaps einer {iberdichten Sphére.

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

# --- 1. PARAMETER FESTLEGEN ---

# R ist die maximale Amplitude (Skalierungsfaktor f r den
Radius), tc die Kollapszeit

R =1.0

tc = 1.0

# Hilfsvariable xi 1 uft von O bis 2*pi (eine volle
Kollaps-Periode)

# xi = 0 bis pi: Expansion bis zum Turnabout

# xi pi bis 2*pi: Kollaps bis zum Zentrum (r = 0)

xi = np.linspace(0, 2 * np.pi, 1000)

# --- 2. PARAMETRISCHE GLEICHUNGEN BERECHNEN ---
(R / 2.0) * (1.0 - np.cos(xi))
(tc / (2.0 * np.pi)) * (xi - np.sin(xi))

r

t
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# --- 3. PLOTTEN DER ZYKLODIE ---

plt.figure(figsize=(9, 6))

plt.plot(t, r, label="Ueberdichte Sph re", color="b",
linewidth=2.5)

# Wichtige Punkte markieren
# Turnabout (xi = pi)
t_turn = (tc / (2.0 * np.pi)) * (np.pi - np.sin(np.pi))
r_turn = (R / 2.0) * (1.0 - np.cos(np.pi))
plt.scatter ([t_turn], [r_turn], color="red", zorder=5)
plt.annotate (
"Turn-around (Maximale Ausdehnung)\n$\\xi = \\pi$, $r =
R_{max}$",
xy=(t_turn, r_turn),
xytext=(t_turn -0.2 , r_turn - 0.3),
arrowprops=dict (facecolor="black", shrink=0.05,

width=0.8, headwidth=4),

# Kollaps-Endpunkt (xi = 2%pi)

t_collaps = tc

0.0

plt.annotate (
"Kollaps bei \n$\\xi = 2\\pi$, $t = t_c$",
xy=(t_collaps, r_collaps),

r_collaps

xytext=(t_collaps - 0.3, r_collaps + 0.2),
arrowprops=dict (facecolor="black", shrink=0.05, width=1,

headwidth=6) ,

plt.xlabel(r"Zeit in Einheiten der Kollapszeit $t_c$",
fontsize=12)

plt.ylabel ("Radius $r(t)$ in Einheiten von $R_{max}$",
fontsize=12)

plt.x1im (0, tc * 1.1)

plt.ylim(0, R * 1.2)

plt.grid(True, linestyle=":", alpha=0.6)

plt.legend(loc="upper right")
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# Layout optimieren und anzeigen
plt.tight_layout ()
plt.show ()

e Abb. 2.4: Qualitativer Vergleich zwischen dem Newtonschen Gravitationsge-

setz mit und ohne dem softening-Parameter (hier exemplarisch mit ¢ = 0.25).

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

# ALLGEMEINE PARAMETER (Hier frei anpassen)
epsilon = 0.25

M =1.0
m= 1.0
G =1.0

# Radius -Array: Startet exakt bei O, um den Mittelpunkt zu
analysieren

r = np.linspace (0.0, max(1.5, epsilon * 10), 2000)

# KRAFT -BERECHNUNGEN (Plummer -Softening)
# Die physikalisch korrekte Formel fuer den Kraftbetrag:
F_softened = (G * M * m * r) / (r**2 + epsilon**2)**(1.5)

# Klassische Newton’sche Kraft zum Vergleich

# (Start bei 0.01, um Division durch Null im Plot zu
verhindern)

r_newton = np.linspace(0.01, max(1.5, epsilon * 5), 2000)

F_newton = (G * M * m) / (r_newton*x*2)

# Das exakte Maximum der Kurve liegt bei r = epsilon / sqrt(2)

r_max = epsilon / np.sqrt(2)

# Der maximale Kraftwert (der Deckel) skaliert direkt mit
1/epsilon~2

F_max = (G * M * m * r_max) / (r_max**2 + epsilonx**2)x**(1.5)

plt.figure(figsize=(11, 6.5), dpi=100)
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# 1. Newton-Kurve (gestrichelt)
plt.plot(r_newton, F_newton, label=’Newton-Kraft ohne
Softening ($F \\propto r~{-2}$)°,

color=>firebrick’, linestyle=’-’, linewidth=2.5)

# 2. Plummer -Softening Kurve
plt.plot(r, F_softened,
label=f’Newton-Kraft mit Softening ($F \\propto
\\frac{{r}}{{(r"2 + \\epsilon~2)~{{3/2}}}}%)’,
color=’dodgerblue’, linewidth=2.5)

# 3. Markierung: Der Kraftdeckel (Das Maximum beim Ann hern)

plt.plot(r_max, F_max, ’go’, markersize=5, zorder=5)

# Textbeschriftung fuer das Maximum (Skaliert mit 1/eps~2)
plt.text(r_max * 0.5, F_max * 1.05, £’ ($F_{{max}} \\propto
1/\\epsilon~2%)’,

color="forestgreen’, fontweight=’bold’, fontsize=15)

# Diagramm
plt.xlabel (’Abstand $r$’, fontsize=14)
plt.ylabel (’Gravitationskraft $F(r)$’, fontsize=14)

# Achsenskalierung (dynamisch an das Maximum angepasst)
plt.ylim (0, F_max * 2)
plt.x1im (0, max (1.2, epsilon * 5))

plt.grid(True, linestyle=’:’, alpha=0.6)

plt.legend (fontsize=16, loc=’upper right’)

plt.tight_layout ()
plt.show ()

Abb. 2.6: Qualitativer Vergleich der Teilchenverteilung innerhalb einer Sphére
mit R,.. = 50 flir exemplarisch N = 500 Teilchen mit Farbcodierung: Im
linken Bild ist die Teilchenanzahl in jeder Kugelschale konstant (puge ist

inhomogen) und im rechten Bild nicht konstant (pgyge ist homogen).
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import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
# Reproduzierbarkeit

np.random.seed (42)
# Parameter
N = 500

R_max = 50.0

def generate_sphere_particles(n, r_max, use_cube_root=True):

phi = np.random.uniform(0, 2 * np.pi, n)
cos_theta = np.random.uniform(-1, 1, n)
sin_theta = np.sin(np.arccos(cos_theta))
u = np.random.uniform(0, 1, n)

if use_cube_root:
r = r_max * (u *x (1.0 / 3.0)) # Korrekt: dV

proportional zu r~2 dr

r = r_max * u # Falsch: Dichte proportional zu 1/r-"2

x = r * sin_theta * np.cos(phi)
= r * sin_theta * np.sin(phi)

Z = r * cos_theta

return x, y, z, T

# Erzeugung der Datens tze

X_wrong, y_wrong, z_wrong, r_wrong =
generate_sphere_particles(
N, R_max, use_cube_root=False

)

x_correct, y_correct, z_correct, r_correct =
generate_sphere_particles (

N, R_max, use_cube_root=True
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# PLOTTING MIT COLORBAR LINKS UND ENGEM ABSTAND
fig = plt.figure(figsize=(12, 6))
# Colormap w hlen

cmap = plt.cm.plasma

axl.axis("off")

# --- Plot 1: Falsche Verteilung (R * u) ---

ax1 fig.add_subplot (121, projection="3d")

scl = axl.scatter(x_wrong, y_wrong, z_wrong,
c=r_wrong, cmap=cmap, vmin=0, vmax=R_max,
s=50, edgecolor="k", linewidth=0.5,

alpha=0.9,

axl.set_title(
r"Falsch: $r = R \cdot u$" "\n(Starke Verklumpung im
Zentrum)",
fontsize=11,

pad=10,

axl.set_x1lim([-R_max, R_max])
axl.set_ylim([-R_max, R_max])

axl.set_zlim([-R_max, R_max])

# --- Plot 2: Korrekte Verteilung (R * u~(1/3)) ---

ax2.axis ("off")

ax2 = fig.add_subplot (122, projection="34d")

sc2 = ax2.scatter(x_correct, y_correct, z_correct,
c=r_correct, cmap=cmap, vmin=0, vmax=R_max,

s=50, edgecolor="k", linewidth=0.5, alpha=0.9,

ax2.set_title(
r"Korrekt: $r = R \cdot u~{1/3}$" "\n(Homogene
Raumerfuellung)",
fontsize=11,
pad=10,

ax2.set_x1lim([-R_max, R_max])
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ax2.set_ylim([-R_max, R_max])

ax2.set_zlim([-R_max, R_max])

# --- Colorbar ganz LINKS platzieren ---
# Position: [left, bottom, width, height]
cbar_ax = fig.add_axes([0.06, 0.2, 0.02, 0.6])
cbar = fig.colorbar(sc2, cax=cbar_ax)
cbar.set_label(
r"Abstand $r$ zum Zentrum (von O bis $R_{max}$)",
fontsize=10,
labelpad=10,
)
cbar_ax.yaxis.set_ticks_position("left") # Skalenwerte links
von der Colorbar

cbar_ax.yaxis.set_label_position("left")

plt.subplots_adjust(left=0.09, right=0.98, wspace=-0.05,
top=0.85, bottom=0.1)
plt.show ()

e N-Korper-Simulationen zu Abb. 2.7 bis 2.19, durchgefiihrt auf dem Hochleis-
tungscomputersystem bwUniCluster. Hinweis: Der Code ist hier mit N = 2000
und dem entsprechenden softening aufgefiihrt. Die Simulationen mit anderen

Teilchenzahlen N basieren analog auf dem Code.

import os
import pickle
import sys

import numpy as np

G_konst = 1.0

def compute_accelerations_pot_and_csoft(pos, masses,
softening):
"""Berechnet die Beschleunigungen, die potenzielle
Energie UND C_soft."""

n = len(masses)
diff = pos[np.newaxis, :, :] - pos[:, np.newaxis, :]
dist_sq = np.sum(diff**2, axis=-1) + softeningxx2
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inv_dist = 1.0 / np.sqrt(dist_sq)

inv_dist_cube = inv_dist**3

# Beschleunigungen (einsum)
acc = np.einsum("j,ijk,ij->ik", masses, diff,

inv_dist_cube)

triu_indices = np.triu_indices(n, k=1)

m_i masses [triu_indices [0]]
m_j = masses[triu_indices[1]]
inv_d_ij = inv_dist[triu_indices]

inv_dist_cube_ij = inv_dist_cube[triu_indices]

e_pot = -G_konst * np.sum(m_i * m_j * inv_d_ij)
c_soft = -G_konst * np.sum(m_i * m_j * (softening*x*2) x

inv_dist_cube_ij)

return acc, e_pot, c_soft

def save_checkpoint(filename, state_dict):
"""Speichert den aktuellen Zustand ueber eine tempor re
Datei."""
temp_file = filename + ".tmp"
with open(temp_file, "wb") as f:
pickle.dump(state_dict, f)

os.replace(temp_file, filename)

def load_checkpoint(filename):
"""IL dt den gespeicherten Zustand aus der
Checkpoint -Datei . """
with open(filename, "rb") as f:

return pickle.load(f)

def simulate_collapse_asym_3d_adaptive(
n_particles=2000,
t_end=13725.0,
dt_max=0.01,
run_index=1,

ordner_name="Sim N2000 ep_max",
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R_max = 50.0
masses = np.ones(n_particles) * (1.0 / n_particles)

softening_val = 3.2

num_bins = 50

bins = np.linspace(0, R_max, num_bins + 1)

checkpoint_file = os.path.join(
ordner_name ,

f"checkpoint_{n_particles}_run_{run_index}.pkl"

# --- CHECKPOINT PRUEFEN UND LADEN ---
if os.path.exists(checkpoint_file):
print (f"--> Checkpoint gefunden! Lade Zustand aus
’{checkpoint_file}’...")
state = load_checkpoint (checkpoint_file)

pos = state["pos"]
state["vel"]
t_aktuell = state["t_aktuell"]

vel

schritt_zaehler = state["schritt_zaehler"]

radii = state["radii"]

e_kin_hist state["e_kin_hist"]

e_pot_hist state["e_pot_hist"]

e_ges_hist state["e_ges_hist"]

p_ges_hist state ["p_ges_hist"]
zeit_hist = state["zeit_hist"]
pq_hist = state["pq_hist"]
c_soft_hist = state["c_soft_hist"]

massen_profil_hist = state["massen_profil_hist"]
last_valid_R = state["last_valid_R"]
# Beschleunigung fuer geladene Positionen neu

berechnen

acc, e_pot, c_soft =
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compute_accelerations_pot_and_csoft (
pos, masses, softening=softening_val

)

print (f"--> Fortsetzung bei t = {t_aktuell:.2f} /
{t_end} (Schritt {schritt_zaehler})")

else:
print (f"--> Kein Checkpoint gefunden. Starte neue
Simulation fuer Run {run_indexl}...")

np.random.seed(run_index)

# Initialisierung

phi = np.random.uniform(0, 2 * np.pi, n_particles)
cos_theta = np.random.uniform(-1, 1, n_particles)
theta = np.arccos(cos_theta)

r = R_max * (np.random.uniform(0, 1, n_particles) xx*

(1.0 / 3.0))

X = r * np.sin(theta) * np.cos(phi)

y = r * np.sin(theta) * np.sin(phi)

z = 1 * np.cos(theta)

pos = np.column_stack([x, y, z])
vel = np.zeros_like (pos)

pos -= np.mean(pos, axis=0)

vel -= np.mean(vel, axis=0)
radii = []

e_kin_hist, e_pot_hist, e_ges_hist = [1, [1, []

p_ges_hist, zeit_hist, pq_hist, c_soft_hist = [1, [,
1, (1
massen_profil_hist = []

last_valid_R = R_max
acc, e_pot, c_soft =

compute_accelerations_pot_and_csoft (

pos, masses, softening=softening_val)
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t_aktuell = 0.0

schritt_zaehler = 0

save_every = 200

checkpoint_every = 10000

while t_aktuell < t_end:

# --- 1. ADAPTIVES dt BERECHNEN ---
acc_magnitudes = np.sqrt(np.sum(acc**2, axis=1))
max_acc = np.max(acc_magnitudes)

if max_acc < 1e-10:
dt = dt_max
else:
eta = 0.2

dt = eta * np.sqrt(softening_val / max_acc)

dt = np.clip(dt, le-5, dt_max)

if t_aktuell + dt > t_end:
dt = t_end - t_aktuell

# --- 2. VELOCITY VERLET (KDK) ---
vel += acc * (dt / 2.0)

pos += vel * dt
acc, e_pot, c_soft =

compute_accelerations_pot_and_csoft (

pos, masses, softening=softening_val

vel += acc *x (dt / 2.0)

pos -= np.mean(pos, axis=0)

vel -= np.mean(vel, axis=0)

# --- 3. SPEICHERN & DIAGNOSTIK (ALLE save_every
SCHRITTE) ---

if schritt_zaehler % save_every == O:
v_sq = np.sum(vel**2, axis=1)
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e_kin 0.5 * np.sum(masses * v_sq)

e_ges = e_kin + e_pot

p_betrag = np.linalg.norm(

np.sum(masses[:, np.newaxis] * vel, axis=0)

all_radii = np.sqrt(np.sum(pos**2, axis=1))

e_kin_einzeln = 0.5 * masses * v_sq

diff = pos[np.newaxis, :, :] - posl[:, np.newaxis,
1]

dist_sq_soft = np.sum(diff**2, axis=-1) +
softening_val **2

inv_dist_soft = 1.0 / np.sqrt(dist_sq_soft)

np.fill_diagonal (inv_dist_soft, 0.0)

e_pot_einzeln = -G_konst * masses * np.sum(
masses[:, np.newaxis] * inv_dist_soft, axis=0

)

e_ges_einzeln = e_kin_einzeln + e_pot_einzeln

bound_mask = e_ges_einzeln < 0

inside_mask all_radii <= R_max

valid_radii all_radii[bound_mask & inside_mask]
current_R = (
np.median(valid_radii) if len(valid_radii) >
0O else last_valid_R
)

last_valid_R = current_R

e_kin_hist.append(e_kin)
e_pot_hist.append(e_pot)
e_ges_hist.append(e_ges)
p_ges_hist.append(p_betrag)
radii.append(current_R)

zeit_hist.append (t_aktuell)
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pg_aktuell = np.sum(masses[:, np.newaxis] * vel x*
pos)
pg_hist.append(pq_aktuell)

counts, _ = np.histogram(all_radii, bins=bins)
massen_profil_hist.append(counts)

c_soft_hist.append(c_soft)

t_aktuell += dt

schritt_zaehler += 1

# --- 4. CHECKPOINT INTERVALLM SSIG SPEICHERN ---
if schritt_zaehler ¥ checkpoint_every == 0:
state = {"pos": pos, "vel": wvel,

"t_aktuell": t_aktuell,

"schritt_zaehler": schritt_zaehler,
"radii": radii,
"e_kin_hist": e_kin_hist,

"e_pot_hist": e_pot_hist,
"e_ges_hist": e_ges_hist,
"p_ges_hist": p_ges_hist,
"zeit_hist": zeit_hist,
"pgq_hist": pq_hist,
"c_soft_hist": c_soft_hist,
"massen_profil_hist": massen_profil_hist,
"last_valid_R": last_valid_R,
b
save_checkpoint (checkpoint_file, state)
print (£"[Checkpoint] Run {run_index}: Zustand bei
t ={t_aktuell:.2f} gesichert.")

# Wenn die Simulation fertig ist, 1 schen wir den
Checkpoint wieder
if os.path.exists(checkpoint_file):

os.remove (checkpoint_file)
return (np.array(radii), np.array(zeit_hist),

np.array(e_kin_hist), np.array(e_pot_hist),

np.array(e_ges_hist), np.array(p_ges_hist),

126




ANHANG B. PYTHON-CODES

np.array(pq_hist), np.array(c_soft_hist),
bins, np.array(massen_profil_hist),)

if __name__ == "__main__":

TEILCHENZAHL = 2000
T_END = 13725

run_index = 1
for arg in sys.argv:
if arg.startswith("--run_id="):

run_index = int(arg.split("=")[1])

ordner_name = "Sim N2000 ep_max"

os .makedirs (ordner_name, exist_ok=True)

dateiname = os.path.join(
ordner_name ,

f"kollaps_{TEILCHENZAHL} run_{run_index}.npz"

if os.path.exists(dateiname):
print (f"Durchlauf {run_index} bereits vollst ndig
vorhanden ({dateiname}). Ueberspringe.")
else:
print (f"Starte/Fortsetzung HPC-Durchlauf {run_index}
fuer N={TEILCHENZAHL}...")

r, t, e_kin, e_pot, e_ges, p_ges, pq, c_soft, bins,
m_profil = (
simulate_collapse_asym_3d_adaptive(
n_particles=TEILCHENZAHL, t_end=T_END,
run_index=run_index,

ordner_name=ordner_name,

np.savez (dateiname, radii=r, t_hist=t,
e_kin=e_kin, e_pot=e_pot, e_ges=e_ges,

p_ges=p_ges, pq_hist=pq, c_soft_hist=c_soft,
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bins=bins, massen_profil_hist=m_profil,)

print (f"Durchlauf {run_index} erfolgreich

abgeschlossen und gespeichert unter: {dateinamel}")

o Zeitliche Entwicklung des Halo-Kollapses (zu Abb. 2.7 bis 2.10.) und zur Viri-
alsumme (zu Abb. 2.11 bis 2.14) — Hinweis: Der Code verwendet exemplarisch
den Code zu den gespeicherten Daten fiir N = 50 Teilchen mit dem ent-
sprechenden softening. Fiir die anderen Teilchenzahlen sind die Codes analog

aufgebaut.

import os

import matplotlib.pyplot as plt

import matplotlib.ticker as ticker

import numpy as np

#

--- 1. PARAMETER UND DATEI-SUCHE ---

R_max = 50.0

t_c_200

915 # Passende Kollapszeit

dateien = [

os.path.join("Sim50", "N50_epmax_neu",
f"kollaps_50_run_{i}.npz")
for i in range(1, 101)

if len(dateien) == O0:

raise FileNotFoundError (
"Keine abgespeicherten Simulationsdaten (.npz)

gefunden!"

print (f"Gefundene L ufe fuer die Statistik: {len(dateien)l}")

#

--- 2. GEMEINSAME ZEITACHSE FUER DIE INTERPOLATION ---

t_gemeinsam = np.linspace(0.5, 15, 1000)

interpolierte_radien = []

interpolierte_virial_summe = []
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interpolierte_tafel_endwerte = []

interpolierte_modifiziertes_gleichgewicht = []

# --- 3. DATEN LADEN UND INTERPOLIEREN ---
for datei in dateien:

data = np.load(datei)

radii = datal["radii"]

t_hist = data["t_hist"]
datal["e_kin"]

e_kin
e_pot = data["e_pot"]

pq_hist = datal["pq_hist"]
c_soft_hist = datal["c_soft_hist"]

# Zeitachse des aktuellen Laufs in Einheiten von t_c
umrechnen

t_skala_lauf = t_hist / t_c_200 + 0.5

# 1. Radius interpolieren
_interp = np.interp(t_gemeinsam, t_skala_lauf, radii)

interpolierte_radien.append(_interp)

# 2. Direkte Summe des Virialtheorems berechnen: 2 x*
E_kin + E_pot
virial_summe_lauf = (2.0 * e_kin) + e_pot
virial_summe_interp = np.interp(
t_gemeinsam, t_skala_lauf, virial_summe_lauf

)

interpolierte_virial_summe.append(virial_summe_interp)

# 3. Dynamischen Tafel -Endwert fuer jeden Zeitschritt
berechnen
with np.errstate(divide="ignore", invalid="ignore"):
tafel_endwert_lauf = pq_hist / t_hist
tafel_endwert_lauf [t_hist == 0] = 0.0

tafel_endwert_interp = np.interp(
t_gemeinsam, t_skala_lauf, tafel_endwert_lauf
)

interpolierte_tafel_endwerte.append(tafel_endwert_interp)
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# 4. Modifiziertes Gleichgewicht berechnen (Tafel-Endwert
+ C_soft)
mod_gleichgewicht_lauf = tafel_endwert_lauf + c_soft_hist
mod_gleichgewicht_interp = np.interp(
t_gemeinsam, t_skala_lauf, mod_gleichgewicht_lauf
)
interpolierte_modifiziertes_gleichgewicht.append(

mod_gleichgewicht_interp)

# Arrays in Matrizen umwandeln (Form: [Anzahl_ Laeufe, 1000])

matrix_radien = np.vstack(interpolierte_radien)
matrix_virial_summe = np.vstack(interpolierte_virial_summe)
matrix_tafel = np.vstack(interpolierte_tafel_endwerte)

matrix_mod_gleichgewicht =

np.vstack(interpolierte_modifiziertes_gleichgewicht)

# --- 4. STATISTIKEN BERECHNEN ---

mittelwert_R = np.mean(matrix_radien, axis=0)
std_abweichung_ R = np.std(matrix_radien, axis=0)
mittelwert_VS = np.mean(matrix_virial_summe, axis=0)
std_abweichung_VS = np.std(matrix_virial_summe, axis=0)
mittelwert_Tafel = np.mean(matrix_tafel, axis=0)

mittelwert_ModGleichgewicht =

np.mean (matrix_mod_gleichgewicht, axis=0)

# --- 5. GRAPHISCHE DARSTELLUNG (PLOT 1: Zeitliche
Entwicklung Halo-Kollaps) ---
figl, axl = plt.subplots(figsize=(12, 6))

theta_analytisch = np.linspace(0, 30 * np.pi, 2000)

(R_max / 2.0) * (1.0 -
np.cos(theta_analytisch))

t_analytisch = (1.0 / (2.0 * np.pi)) * (

radii_analytisch

theta_analytisch - np.sin(theta_analytisch)
)
axl.plot(t_analytisch, radii_analytisch,
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label="Symmetrischer Kollaps (Theorie)",
color="blue", alpha=0.4, linewidth=2,)

for radii_interp in interpolierte_radien:
axl.plot(t_gemeinsam, radii_interp, alpha=0.08,

linestyle="--", color="gray", linewidth=1,)

axl.plot(t_gemeinsam, mittelwert_R,
color="darkred", linewidth=2.5,

label=r"Durchschnitt der Medianradien

$(R_{\text{med}})$",)

ax1.fill_between(t_gemeinsam, mittelwert_R - std_abweichung_ R,

mittelwert_R + std_abweichung R, color="red", alpha=0.15,

label=r"Std. abw. $R_{\text{medl}}$",)

axl.axhline(y=R_max / 2, color="green", linestyle="--",
linewidth=2, label=r"Virialradius $R_{\text{virl}} =
R_{\text{max}}/2%",)

axl.xaxis.set_major_locator (ticker.MultipleLocator (1.0))
axl.set_xlabel(

r"Zeit in Einheiten der Kollapszeit ($t \, / \, t_c$)",

fontsize=12
)
axl.set_ylabel (r"Radius der Kugel R", fontsize=12)
axl.set_title("Statistische Auswertung des 3D-Kollapses:
Medianradien")

axl.set_x1im (0.5, 15)
axl.set_ylim (0, R_max * 1.3)
axl.legend(loc="upper left", ncol=2, fontsize=11)

axl.grid(True, which="both", linestyle="--", alpha=0.3)
plt.show ()
# --- 5b. GRAPHISCHE DARSTELLUNG (PLOT 2: VIRIAL-SUMME) ---

fig2, ax2 = plt.subplots(figsize=(12, 6))

for virial_summe_interp in interpolierte_virial_summe:

ax2.plot(t_gemeinsam, virial_summe_interp, alpha=0.08,
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linestyle="--", color="gray", linewidth=1,)

ax2.plot(t_gemeinsam, mittelwert_VS, color="darkgreen",
linewidth=2.5,

label=r"Simulierte Summe $\langle 2E_{\text{kinl}} +
E_{\text{pot}} \rangle$",)

ax2.fill_between(t_gemeinsam, mittelwert_VS -
std_abweichung_VS,
mittelwert_VS + std_abweichung_ VS,
color="green",

alpha=0.15, label=r"Streuung ($\sigma$)",)

ax2.plot (t_gemeinsam, mittelwert_Tafel, color="red",
linestyle="--",
linewidth=2.0,
label=r"Klassischer Endwert $\langle \frac{p \cdot
x}{\tau} \rangle$",)

ax2.plot (t_gemeinsam, mittelwert_ModGleichgewicht,
color="fuchsia",
linestyle="--", linewidth=2.5,
label=r"Zus tzlicher Endterm durch $\varepsilon$ $\langle
\frac{p \cdot x}{\tau} + C_{\text{softl}} \rangle$",)

ax2.axhline(y=0.0, color="black", linestyle=":",
linewidth=1.2,
label=r"Ideales Gleichgewicht ($\tau \to
\infty$)",)

ax2.set_ylim(-0.025, 0.025)

ax2.yaxis.set_major_locator (ticker.MultipleLocator (0.01))
ax2.xaxis.set_major_locator (ticker.MultipleLocator (1.0))
ax2.set_xlabel(

r"Zeit in Einheiten der Kollapszeit ($t \, / \, t_c$)",

fontsize=12

ax2.set_ylabel(r"Virialsumme", fontsize=12)
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ax2.set_title("Verlauf der Virial -Summe vs. theoretischer
Endwert")

ax2.set_x1im (0.5, 15.0)

ax2.legend(loc="upper right", fontsize=13)

ax2.grid (True, which="both", linestyle="--", alpha=0.3)
plt.show ()

# --- 6. KONSOLEN-AUSGABE ---

print(ll\nﬂ + n—n * 60)

print ("STATISTISCHE KENNDATEN DER VIRIAL-ANALYSE:")

print (£"-> Mittlere simulierte Virial -Summe am Ende:
{mittelwert_VS[-1]:.4f}")

print (£"-> Theoretischer Tafel-Endwert am Ende:
{mittelwert_Tafel [-1]:.4f}")

print (f"-> Modifiziertes theoretisches Gleichgewicht:
{mittelwert_ModGleichgewicht [-1]:.4£f}")

print (f"-> Verbleibende numerische Abweichung (Softening):
{mittelwert_VS[-1] - mittelwert_Tafel[-1]:.4f1}")

print (f"-> Code-Genauigkeit (Simulierte Summe - Mod.
Gleichgewicht): {mittelwert_VS[-1] -
mittelwert_ModGleichgewicht [-1]:.4f}")

print ("=" * 60)

e Aufbauend auf dem vorherigen Code: Entfernungsverteilung der Teilchen (zu
Abb. 2.16 bis 2.19) — hier wieder mit N = 50 als Beispiel

import os
import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

# --- 1. PARAMETER UND DATEI -SUCHE ---
R_max = 50.0

t_c_200 = 915

dateien = [

os.path.join("Sim50", "N50_epmax_neu",
f"kollaps_50_run_{i}.npz")
for i in range(1l, 101)
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if len(dateien) == O0:
raise FileNotFoundError (
"Keine abgespeicherten Simulationsdaten (.npz)

gefunden!"

print (f"Gefundene L ufe f r die kumulative Auswertung:
{len(dateien)}")

# --- 2. GEMEINSAME ZEITACHSE & INTERPOLATION ---
t_gemeinsam = np.linspace(0.5, 15, 1000)
interpolierte_kumulativ = []

N_gesamtzahl = 50

for datei in dateien:
data = np.load(datei)
t_hist = datal["t_hist"]
massen_profil_hist = datal
"massen_profil_hist"
] # Form: [Zeitschritte, Bins]

bins = data["bins"]

# Zeitachse des aktuellen Laufs in Einheiten von t_c
umrechnen

t_skala_lauf = t_hist / t_c_200 + 0.5

# Kumulative Summe ueber die Bins berechnen

kumulativ_lauf = np.cumsum(massen_profil_hist, axis=1)

# Normalisierung auf die feste theoretische
Start -Gesamtzahl N = 50

kumulativ_lauf_norm = kumulativ_lauf / N_gesamtzahl

# Auf die gemeinsame Zeitachse interpolieren (fuer jeden

Bin einzeln)

n_bins = kumulativ_lauf_norm.shape[1]
kumulativ_interp_lauf = np.zeros((len(t_gemeinsam),
n_bins))
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for b in range(n_bins):
kumulativ_interp_lauf[:, b] = np.interp(
t_gemeinsam, t_skala_lauf, kumulativ_lauf_norm[:,

b]

interpolierte_kumulativ.append (kumulativ_interp_lauf)

# Ueber alle L ufe den Ensemble-Median bilden (robust gegen
Ausrei er)
matrix_kumulativ = np.array(
interpolierte_kumulativ
) # Form: [Laeufe, Zeit, Bins]
median_kumulativ = np.median(matrix_kumulativ, axis=0) #

Form: [Zeit, Bins]

# --- 3. GRAPHISCHE DARSTELLUNG (WEG B IMPLEMENTIERT) ---

fig, ax = plt.subplots(figsize=(10, 6))

gew hlte_zeiten = [0.5, 1.0, 2.0, 3.0, 5.0, 7.0, 10.0]

for t_ziel in gew hlte_zeiten:

# Index des passenden Zeitschritts auf der Zeitachse

finden

idx = np.argmin(np.abs(t_gemeinsam - t_ziel))

# --- WEG B: Randpunkte exakt von R = 0 bis R = R_max
setzen ---

# 1. X-Werte: Nutzen direkt alle Bin-Grenzen (inklusive
0.0 und 50.0)

Xx_werte = bins

# 2. Y-Werte: Eine 0.0 ganz am Anfang anfuegen (bei R=0
sind 0% der Teilchen)
y_werte = np.pad(median_kumulativ[idx, :1, (1, 0),

mode="constant")
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# 3. Plotten
ax.plot(
x_werte,
y_werte,
linewidth=2,
label=rf"$t/t_c = {t_gemeinsam[idx]:.1£f}$",

# Achsenbeschriftungen & Styling
ax.set_xlabel (r"Radius $R$ der Kugel", fontsize=14)
ax.set_ylabel (
r"Kumulativer Anteil der Teilchen $N(<r) /
N_{\text{gesamt}}$", fontsize=14
)
ax.set_title ("Kumulative Entfernungsverteilung der Teilchen",

fontsize=16)

# Achsenticks gut lesbar gestalten

ax.tick_params (axis="both", which="major", labelsize=12)

ax.set_x1im (0, R_max)

ax.set_ylim(0, 1.05)

ax.grid(True, linestyle="--", alpha=0.3)

ax.legend (loc="upper left", fontsize=12) # Position unten

rechts angepasst

plt.tight_layout ()
plt.show ()

B.2 Python-Codes zu den Abbildungen und
Ergebnissen in Kapitel 3

e Abb. 3.2: NFW-Profil

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np
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# Normierte Koordinate x = r / r_s ueber einen
logarithmischen Bereich

x = np.logspace(-2, 2, 500)

# Normiertes NFW-Profil: rho / rho_s

rho_normiert = 1.0 / (x * (1.0 + x) *x 2)

# Plot erstellen

plt.figure(figsize=(10, 6))

plt.loglog(x, rho_normiert, color=’black’, lw=2,
label=r’NFW-Profil ’)

plt.axvline (1.0, color=’red’, linestyle=’--7,
label=r’Skalenradius $x_s$ = 1°)

plt.xlabel(r’ Radius $x_s$ = $r / r_s$’)

plt.ylabel(r’> Dichte $\rho/\rho_s$’)

plt.title(’Universelles NFW-Dichteprofil’)

plt.legend ()

plt.grid(True, which=’both’, 1ls=’--?)

plt.show ()

e Abb. 3.3: g-Profil

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

# Parameter fuer das beta-Profil

beta = 2/3

# Dimensionsloser Radius x_c = r / r_c (logarithmisch von
10~-2 bis 1072)

x_c = np.logspace(-2, 2, 500)

# Normiertes Dichteprofil: \rho_gas(x_c) / \rho_0

rho_normalized = (1.0 + x_c**x2)**x(-1.5 * beta)

# Plot erstellen

plt.figure(figsize=(8, 6))

plt.plot(x_c, rho_normalized, color=’dodgerblue’, lw=2.5,
label=r’$\beta$-Profil mit $\beta = 2/3$’)
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plt.xscale(’log?’)

plt.yscale(’log’)

plt.xlabel(r’Normierter Radius $x_c = r / r_c$’, fontsize=12)

plt.ylabel(r’Normierte Dichte $\rho_{\text{gas}}(r) /
\rho_0$°’, fontsize=12)

plt.title(r’Das $\beta$-Profil’, fontsize=14)

plt.grid(True, which="both", 1ls="--")

plt.legend(fontsize=11)

plt.tight_layout ()
plt.show ()

e Abb. 3.6: Gravitationskraft vs. Druckkraft fiir ein isotherm angenommenes

Gas

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

beta = 2/3
f_gas = 0.16

# Aus dem Paper von Man Ho Chan (2021): r_s \approx \sqrt{3}
* r_c

# Da wir Radien in Einheiten von r_s messen (x = r/r_s), ist
x_s = 1.

# Der einheitenlose Core-Radius x_c ist demnach:

x_c = 1.0 / np.sqrt(3.0)

print ("--- REIN MATHEMATHISCHE PARAMETER ---")
print (f"Beta-Parameter: <{beta:.3f}")

print (f"Core-Radius x_c: {x_c:.3f} (in Einheiten von r_s)\n")

def nfw_density_pure(x):
mnn Gl. fuer normierte DM-Dichte: \rho_DM(r) / \rho_s """
return 1.0 / (x * (1.0 + x)*x%x2)

def nfw_mass_pure (x):

""" Gl. fuer eingeschlossene Masse normiert auf (4 * pi x*

\rho_s * r_s~3) "un
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return np.log(1.0 + x) - (x / (1.0 + x))

def gas_density_pure(x):
"' Gl. fuer das Beta-Profil des Gases """

return f_gas * (1.0 + (x / x_c)**2)x*x(-1.5 * beta)
# TEST auf hydrostatisches Gleichgewicht
# Radiales Gitter x = r / r_s

x_array = np.logspace(-2, 3, 200)

# Berechne die Kurvenverl ufe

rho_dm_tilde = nfw_density_pure(x_array)
rho_gas_tilde = gas_density_pure(x_array)
M_dm_tilde = nfw_mass_pure(x_array)

# Schwerkraft-Term (pro Volumen): M(x) * \rho_gas(x) / x~2
F_grav_tilde = (4% np.pi * M_dm_tilde * rho_gas_tilde) /

X_array**2

# Druckkraft-Term (negativer Dichtegradient) bei konstanter
Temperatur
# np.gradient berechnet d(\rho_gas)/dx auf dem Gitter x_array

drho_gas_dx = np.gradient(rho_gas_tilde, x_array)

# Dimensionslose Temperatur
T_dimensionless = 1.0 / (3.0 * beta)

F_press_tilde = - drho_gas_dx * T_dimensionless

# Plot: Gleichgewichtstest

plt.figure(figsize=(14, 5))

plt.subplot (1, 2, 2)

plt.loglog(x_array, F_grav_tilde, label=r’Gravtionskraft
$F_{Gravl}$’, color=’red’, 1lw=2)

plt.loglog(x_array, F_press_tilde, label=r’Druckkraft
$F_{Druckl}$’, color=’blue’, 1lw=2, linestyle=’--’)

plt.xlabel(r’Normierter Radius $x = r / r_s$’)

plt.ylabel (’$F_{Druck}$ vs. $F_{Gravl}$’)

plt.title(’Einheitenloser Gleichgewichtstest ’)

plt.legend ()
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plt.grid(True, which="both", 1ls="--")
plt.tight_layout ()
plt.show ()

e Aufbauend auf dem vorherigen Code - zum Temperaturprofil (Abb 3.7) und
Gravitationskraft vs. Druckkraft (Abb. 3.8.)

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

from scipy.integrate import simpson

# 1. PARAMETER UND PROFILE (WIE GEHABT)
beta = 2/3

f_gas = 0.16

x_c = 1.0 / np.sqrt(3.0)

def nfw_mass_pure(x):

return np.log(1.0 + x) - (x / (1.0 + x))

def gas_density_pure(x):
return (1.0 + (x / x_c)**2)**x(-1.5 * beta)

# Radiales Gitter
x_array = np.logspace(-2, 3, 400)

M_dm = nfw_mass_pure(x_array)

rho_gas = gas_density_pure(x_array)

# 2. Berechnung des Temperaturprofils T~ (x)

T_profile = np.zeros_like(x_array)

# Schleife ueber jeden Radius, um das Integral von x bis
unendlich zu berechnen
for i in range(len(x_array)):
# Integriere nur vom aktuellen Punkt i bis zum ganz
ueren Rand [-1]

x_integration = x_array[i:]

M_integration = M_dm[i:]

rho_integration = rho_gas[i:]
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# Der Integrand: (M * \rho) / x~2
integrand = (M_integration * rho_integration) /

X_integration*x*2

# Numerische Integration nach der Simpson-Regel

if len(x_integration) > 1:

integral_value = simpson(integrand, x_integration)

else:

Il
o
o

integral_value

# T"(x) = (4 * pi / \rho_gas(x)) * Integral
T_profile[i] = (4.0 * np.pi / rho_gas[i]) * integral_value

# 3. Gleichgewichtstest zwischen Druckkraft und
Gravitationskraft

# Schwerkraft -Term

F_grav_tilde = (4.0 * np.pi * M_dm * rho_gas) / x_array*%2

# NEU: Der einheitenlose Gesamtdruck ist jetzt P~ = \rho_gas
* T~
P_tilde = rho_gas * T_profile

# Die Druckkraft ist der negative Gradient des Drucks nach x:
-dP~/dx
F_press_tilde = -np.gradient(P_tilde, x_array)

# 4. Ergebnisse

plt.figure(figsize=(8, 10))

# Plot 1: Das neu berechnete einheitenlose Temperaturprofil

plt.subplot(2, 1, 1)

plt.plot(x_array, T_profile, color=’darkorange’, lw=2.5,
label=r’Berechnetes Temperaturprofil $\tilde{T}(x)$’)

#plt.axvline (1.0, color=’red’, linestyle=’--7,
label=r’Skalenradius $x_{s} = 1$°)

#plt.axvline(x_c, color=’darkgreen’, linestyle=’:7,
label=r’Gas Kernradius $x_{c}$’)

plt.xscale(’log?’)

plt.xlabel (r’Normierter Radius $x_{s} = r / r_s$’)
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plt.ylabel(r’Normierte Temperatur $\tilde{T}$’)

plt.title(’Das notwendige Temperaturprofil fuer
hydrostatisches Gleichgewicht ?)

plt.legend ()

plt.grid(True, which="both", 1ls="--")

# Plot 2: Der neue Gleichgewichtstest (Kurven muessen
aufeinanderliegen!)

plt.subplot(2, 1, 2)

plt.loglog(x_array, F_grav_tilde, label=r’Gravtionskraft
$F_{Gravl}$’, color=’red’, lw=2)

plt.loglog(x_array, F_press_tilde, label=r’Druckkraft
$F_{Druck}$’, color=’blue’, lw=2, linestyle=’--7)

plt.xlabel (r’Normierter Radius $x_{s} = r / r_s$’)

plt.ylabel (?$F_{Druckl}$ vs. $F_{Gravl}$’)

plt.title(’Gleichgewichtstest mit variabler Temperatur’)

plt.legend ()

plt.grid(True, which="both", 1ls="--")

plt.tight_layout ()
plt.show ()

e Berechnung der Virialradien r,; (zu Tab. 3.1) und Skalenradien r; (zu Tab.
3.2):

import numpy as np

def berechne_radien(massen_liste, c_werte_liste):
rho_crit = 9.2e-27 # [kg/m~3]
M_sun = 1.989e30 # [kgl
kpc_in_m = 3.086el9 # [m pro kpcl
ergebnisse = []
for M, ¢ in zip(massen_liste, c_werte_liste):

# 1. Masse in kg umrechnen

M_kg = M * M_sun

# 2. Virialradius in Metern berechnen
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r_vir_m = ((3 * M_kg) / (800 * np.pi *
rho_crit))*x*(1/3)

# Virialradius in kpc umrechnen

r_vir_kpc = r_vir_m / kpc_in_m

# 3. Skalenradius in Metern und kpc berechnen
rs_m = r_vir_m / c

rs_kpc = rs_m / kpc_in_m

ergebnisse.append ({
’masse’: M,
r_vir_m?’: r_vir_m,
’r_vir_kpc’: r_vir_kpc,
’rs_m’: rs_m,
’rs_kpc’: rs_kpc

b

return ergebnisse

massen = [1el0, lell, 1lel2, 1el3, leld, lelb]
c_werte = [10.5, 9.0, 7.8, 6.2, 4.95, 3.9]

# Funktion ausf hren

radien_ergebnisse = berechne_radien(massen, c_werte)

# Formatierte Ausgabe f r R_vir und r_s in m und kpc
for res in radien_ergebnisse:
print (f"Masse: {res[’masse’]:.0e} M_sun ---> "
f"R_vir = {res[’r_vir_m’]:.2e} m
({res[’r_vir_kpc’]:.2f} kpc) | "
f'r_ s = {res[’rs_m’]:.2e} m ({res[’rs_kpc’]:.2f}
kpc) ")

e Berechnung der Skalendichten p; (zu Tab. 3.2) und der Referenzwerte (zu Tab.
3.4) fir die Temperaturen im eingeklammerten Ausdruck nach Gl. (3.54)

import numpy as np
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G = 6.67430e-11 # Gravitationskonstante [m~3 kg~-1
s~ -2]

M_sun = 1.989e30

rho_crit = 9.2e-27

m_p = 1.6726e-27

k_B = 1.380649e-23

mu = 0.6

f_gas = 0.16

Sonnenmasse [kg]

Kritische Dichte [kg/m~3]
Protonenmasse [kg]
Boltzmann -Konstante [J/K]
Mittleres Molekulargewicht

H OH OH OH OH OH

Gas -Massenbruch

#Halomassen und zugehoerigen NFW-Konzentrationen
massen = [1el0, 1lell, 1el2, 1el3, 1leld, 1elb5]
c_werte = [10.5, 9.0, 7.8, 6.2, 4.95, 3.9]

print (£"{’Masse [M_sun]’:<12} | {’rho_s [kg/m~3]’:<16} |
{’Temperatur -Skala [K]’} ")
print ("-" * 80)

for M_m, ¢ in zip(massen, c_werte):
M_kg = M_m * M_sun
m_gas = f_gas * M_kg

# 1. Virialradius und Skalenradius (in Metern)
r_vir = ((3.0 * M_kg) / (800.0 * np.pi *
rho_crit))*x*(1.0/3.0)

rs = r_vir / ¢

# 2. Charakteristische Dichte des NFW-Halos rho_s
g_c = np.log(l + ¢c) - (c / (1 + ¢))
tho_s = M_kg / (4.0 * np.pi * (rs**3) * g_c)

# Optional: r_c und rho_O0 f r das Gasprofil bleiben
erhalten

r_c = rs / np.sqrt(3.0)

ratio = r_vir / r_c

klammer = r_vir - r_c * np.arctan(ratio)

rho_0 = m_gas / (4.0 * np.pi * (r_c**2) * klammer)

# 3. Berechnung des Vorfaktor -Klammerausdrucks mit r_s

und rho_s
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T_skala = (mu * m_p * G * rho_s * (rs*x*2)) / k_B

print (f"{M_m:<12.0e} | {rho_s:<16.2e} | {T_skala:.2e} K")

e Berechnung der Kernradien 7. (zu Tab. 3.3) und der Zentraldichte py sowie
der Anzahldichte ng (zu Tab. 3.5)

import numpy as np

def berechne_rs_in_metern(massen_liste, c_werte_liste):
rho_crit = 9.2e-27 # [kg/m~3]
M_sun = 1.989e30 # [kg]

ergebnisse_meter = []

for M, ¢ in zip(massen_liste, c_werte_liste):
M_kg = M * M_sun
r_vir = ((3 * M_kg) / (800 * np.pi * rho_crit))**x(1/3)
rs_meter = r_vir / c

ergebnisse_meter.append (rs_meter)

return ergebnisse_meter

def berechne_rho_O_rc_und_nO_fuer_alle_massen(massen_liste,
rs_meter_liste, f_gas=0.16, beta=2/3, mu=0.6,
m_p=1.67e-27):
nmon
Berechnet den Kernradius r_c, die zentrale Gasdichte rho_O
und die zentrale Teilchendichte n_O.
rho_crit = 9.2e-27 # [kg/m~3]
M_sun = 1.989e30 # [kgl

rc_werte = []
rho_O_werte = []

n_O_werte = []
for M, rs in zip(massen_liste, rs_meter_liste):

M_kg = M * M_sun
m_gas = f_gas * M_kg
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# 1. Virialradius f r die Integrationsgrenze

r_vir = ((3 * M_kg) / (800 * np.pi * rho_crit))=**(1/3)
# 2. Kernradius nach Vorgabe: r_c = r_s / sqrt(3)
r_c = rs / np.sqrt(3.0)

rc_werte.append(r_c)

# 3. Analytischer Klammerausdruck f r beta = 2/3 im

Integral
ratio = r_vir / r_c
klammer = r_vir - r_c * np.arctan(ratio)

# 4. Nenner des Volumenintegrals

nenner = 4.0 * np.pi * (r_c**2) * klammer

# 5. Zentrale Massendichte rho_O
rho_0 = m_gas / nenner

rho_O_werte.append (rho_0)

# 6. Zentrale Teilchendichte n_0 = rho_0 / (mu * m_p)
n_.0 = rho_ 0 / (mu * m_p)
n_O_werte.append(n_0)

return rc_werte, rho_O_werte, n_O_werte
# --- Anwendung ---
massen = [1el0, 1lell, 1el2, 1el1l3, 1leld, 1el5]

c_werte = [10.5, 9.0, 7.8, 6.2, 4.95, 3.9]

# r_s Werte in Metern berechnen

rs_werte_meter = berechne_rs_in_metern(massen, c_werte)

# r_c, rho_O0 und n_O0 berechnen

rc_werte_meter, rho_0O_liste, n_O_liste =
berechne_rho_O_rc_und_nO_fuer_alle_massen (massen,

rs_werte_meter)

# Formatierte Ausgabe (in kpc, kg/m~3 und 1/m~3)
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print (£"{’Masse [M_sun]’:<12} | {’r_s [kpc]l’:<10} | {’r_c
[kpc]’:<10} | {’rho_0 [kg/m~3]1°:<156} | {’n_0 [1/m~3]°}")
print ("-" % 75)

for i in range(len(massen)):
rs_kpc = rs_werte_meter[i] / 3.086e19
rc_kpc = rc_werte_meter[i] / 3.086e19
print (f"{massen[i]:<12.0e} | {rs_kpc:<10.2f} |
{rc_kpc:<10.2f} | {rho_O_liste[i]:<15.2e} |
{n_0_liste[i]:.2e}")

e Abb. 3.10: Erstellung der Kiihlfunktion nur fiir das primordiale Gas (Verwen-
dung dann spéter fiir die Kiihlzeit)

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

# 0. Daten

log_T_paper = np.array([4.075, 4.122, 4.165, 4.209, 4.257,
4.299, 4.347, 4.387, 4.434, 4.490, 4.535, 4.586, 4.640,
4.693, 4.747, 4.801, 4.852, 4.903, 4.954, 5.007, 5.061,
5.114, 5.168, 5.222, 5.276, 5.329, 5.383, 5.437, 5.490,
5.544, 5.598, 5.652, 5.705, 5.759, 5.813, 5.866, 5.920,
5.974, 6.027, 6.081, 6.134, 6.188, 6.242, 6.295, 6.349,
6.402, 6.456, 6.509, 6.562, 6.616, 6.669, 6.722, 6.775,
6.828, 6.881, 6.933, 6.986, 7.038, 7.091, 7.142, 7.194,
7.245, 7.296, 7.346, 7.395, 7.444, 7.500])

log_Lambda_paper = np.array([-23.67, -23.27, -23.03, -22.84,
-22.68, -22.58, -22.b51, -22.48, -22.50, -22.57, -22.66,
-22.75, -22.82, -22.86, -22.85, -22.79, -22.70, -22.62,
-22.56, -22.55, -22.59, -22.66, -22.75, -22.84, -22.92,
-22.98, -23.05, -23.10, -23.15, -23.19, -23.23, -23.26,
-23.28, -23.30, -23.31, -23.32, -23.33, -23.34, -23.34,
-23.34, -23.33, -23.33, -23.32, -23.32, -23.32, -23.31,
-23.29, -23.28, -23.27, -23.25, -23.24, -23.22, -23.20,
-23.18, -23.16, -23.15, -23.13, -23.11, -23.09, -23.07,
-23.05, -23.03, -23.01, -22.99, -22.97, -22.95, -22.92])
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# 1. Vorbereitung der Daten

massen = [1el10, 1lell, 1el2, 1el13, 1leld, 1el5]

# 2. Plot erstellen
plt.figure(figsize=(10, 6))

# Die durchgezogene Kuehlkurve

T_grid = 10**log_T_paper

Lambda_SI = 10**log_Lambda_paper * le-13

plt.loglog(T_grid, Lambda_SI, color=’black’, 1lw=2,
linestyle=’-’, label=’Kuehlfunktion $\Lambda(T)$’)

# Plot

plt.xlabel (’Temperatur T [K]?’)

plt.ylabel (r’Kuehlrate $\Lambda(T)$ [J m$~3$ s$~{-1}3%]1")

plt.title(’Kuehlraten verschiedener Halomassen’)

plt.grid(True, which="both", 1ls=":", alpha=0.6)

plt.legend (loc="best’) # Legende zeigt jetzt alle Massen
farbig an

plt.tight_layout ()

plt.show ()

e Abb. 3.11: Aufbauend auf dem vorherigen Code - Kiihlzeiten fiir verschiedene

Halomassen.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import matplotlib.cm as cm

import matplotlib.colors as mcolors

# --- 1. Konstanten & Vorbereitung ---
k_B = 1.38e-23

m_p = 1.67e-27

mu = 0.6

yr_to_s = 3.15e7

r_array = np.logspace (19, 23, 400) # Bereich in Metern

def berechne_halo_profil (M_halo, rhoO, rs, T_vir):
rho_r = rhoO * (1 + (r_array / (rs * 3%*-0.5))**2)**x(-1)
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n_r rho_r / (mu * m_p)
# T_r berechnen:
T_r

return T_r,

T_vir *x T_profile

n_r

# Halo 1 (z.B.
T_r1l,
7.30eb)

10~12 M_sun)
berechne_halo_profil (1el2,

n_ri

# Halo 2 (z.B.
T_r2,
3.12e6)

10~13 M_sun)
berechne_halo_profil (lel3,

n_r2

# Halo 3 (z.B.
T_r3,
1.35e7)

10~14 M_sun)
berechne_halo_profil(lel4,

n_r3

# Halo 4 (z.B.
T_r4d,
5.93e7)

10~15 M_sun)
berechne_halo_profil (lel5,

n_r4

# Halo 5 (z.B.
T_r5,
1.67eb)

10~11 M_sun)
berechne_halo_profil (lell,

n_rb

# Halo 6 (z.B.
T_r6,
3.84¢e4)

10~10 M_sun)
berechne_halo_profil (1e10,

n_r6

# 2. Hintergrund-Gitter (Temperatur vs
8, 200)
np.logspace(5.5, -1.5, 200) #

np.meshgrid(T_grid,

T_grid np.logspace (2,

n_grid

T_mesh, n_mesh

# Kuehlzeit fuer das Hintergrundgitter
Kontur -Plot)

# Lambda-Interpolation

log_Lambda_mesh

log_Lambda_paper)
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# 107

n_

np.interp(np.loglO(T_

2.01e-23, 4.71e+20,

1.31e-23, 1.28e+21,

8.69e-24, 3.45e+21,

5.67e-24, 9.43e+21,

2.64e-23, 1.90e+20,

3.54e-23, 7.54e+19,
Dichte)

4 bis 1078 K
10~-4 bis 10°6 1/m~3
grid)

berechnen (fuer den

mesh), log_T_paper,
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Lambda_mesh = (10**log_Lambda_mesh) * 1e-13

n_H_mesh = n_grid / 2.25

#t_cool_mesh = (3.375 * k_B * T_mesh) / (n_H_mesh =
Lambda_mesh)

# Stelle sicher, dass wir logl0 verwenden, um die Skalierung
zu beherrschen

log_t_cool_mesh = np.logl0((3.375 * k_B * T_mesh) / ((n_mesh
/ 2.25) x Lambda_mesh) / yr_to_s)

#levels = np.linspace(log_t_cool_mesh.min(),
log_t_cool_mesh.max (), 100)
levels = np.linspace (4, 14, 100)

plt.figure(figsize=(14, 6))

contour = plt.contourf(T_mesh, n_mesh, log_t_cool_mesh,
levels=1levels, cmap=’coolwarm’, extend=’both’, alpha=1,
vmin=4, vmax=14)

cbar = plt.colorbar(contour, pad=0.0001)

# 2. Definiere die Werte (Exponenten), an denen die Striche
sein sollen
ticks = [4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14]

# 3. Weise die Ticks zu

cbar.set_ticks (ticks)

# 4. Weise die Beschriftungen zu

cbar.set_ticklabels ([r’>$10-{4}$’, r’>$10-{5}%’, r’$10-{6}%’,
r’$10°{7}$’, r’$10-{8r$’, r’>$10-{9}r$’,
r’$10°{10}$°,r’$10~{11}$’,r’$10~{12}%°,

r’$10-{13}$’,r’>$10-{143$°1)

# 5. Label setzen

cbar.set_label (’Kuehlzeit in Jahren’)

# Halo 1 plotten

plt.plot(T_rl, n_rl, color=’grey’, linestyle=’--’, alpha=0.2,
label=’10"12 M_sun’)

plt.scatter(T_r1[::10], n_r1[::10], c=r_array[::10]/3.08e19,

150




ANHANG B. PYTHON-CODES

cmap=’viridis’, edgecolor=’white’, vmin=0, vmax=2000,
s=70, zorder=1)

plt.text (1.4*xT_r1[200], 20*n_r1[200], r’>$10-{12} M_\odot$’,
fontsize=9, color=’black’, bbox=dict(facecolor=’white’,
alpha=0.5, edgecolor=’none’, pad=1), fontweight=’bold’,

rotation=0, ha=’left’, va=’bottom’)

# Halo 2 plotten

plt.plot(T_r2, n_r2, color=’grey’, linestyle=’--’, alpha=0.2,
label=’10"13 M_sun’)

plt.scatter(T_r2[::10], n_r2[::10], c=r_array[::10]/3.08e19,
cmap=’viridis’, edgecolor=’white’, vmin=0, vmax=2000,
s=70, zorder=2)

plt.text (1.2*T_r2[200], 5%n_r2[200], r’>$10~{13} M_\odot$’,
fontsize=9, color=’black’, bbox=dict(facecolor=’white’,
alpha=0.5, edgecolor=’none’, pad=1), fontweight=’bold’,

rotation=0, ha=’left’, va=’bottom’)

# Halo 3 plotten

plt.plot(T_r3, n_r3, color=’grey’, linestyle=’--’, alpha=0.2,
label=’10"14 M_sun’)

plt.scatter(T_r3[::10], n_r3[::10], c=r_array[::10]/3.08e19,
cmap=’viridis’, edgecolor=’white’, vmin=0, vmax=2000,
s=70, zorder=2)

plt.text (1.2*T_r3[200], 1.8*n_r3[200], r’$10-{14} M_\odot$’,
fontsize=9, color=’black’, bbox=dict(facecolor=’white’,
alpha=0.5, edgecolor=’none’, pad=1), fontweight=’bold’,

rotation=0, ha=’left’, va=’bottom’)

# Halo 4 plotten

plt.plot(T_r4, n_r4, color=’grey’, linestyle=’--’, alpha=0.2,
label=’10"15 M_sun’)

plt.scatter(T_r4[::10], n_r4[::10], c=r_array[::10]/3.08e19,
cmap=’viridis’, edgecolor=’white’, vmin=0, vmax=2000,
s=70, zorder=2)

plt.text (0.7xT_r4[200], 1.5*%n_r4[200], r’>$10-{15} M_\odot$’,
fontsize=9, color=’black’, bbox=dict(facecolor=’white’,
alpha=0.5, edgecolor=’none’, pad=1), fontweight=’bold’,

rotation=0, ha=’left’, va=’bottom’)
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# Halo 5 plotten

plt.plot(T_r5, n_r5, color=’grey’, linestyle=’--’, alpha=0.2,
label=’10"11 M_sun’)

plt.scatter(T_r5[::10], n_r5[::10], c=r_array[::10]/3.08e19,
cmap=’viridis’, edgecolor=’white’, vmin=0, vmax=2000,
s=70, zorder=2)

plt.text (1.5*T_r5[200], 120*n_r5[200], r’$10-{11} M_\odot$’,
fontsize=9, color=’black’, bbox=dict(facecolor=’white’,
alpha=0.5, edgecolor=’none’, pad=1), fontweight=’bold’,

rotation=0, ha=’left’, va=’bottom’)

# Halo 6 plotten

plt.plot(T_r6, n_r6, color=’grey’, linestyle=’--’, alpha=0.2,
label=’10"10 M_sun’)

sc=plt.scatter(T_r6[::10], n_r6[::10],
c=r_array[::10]/3.08el19, cmap=’viridis’,
edgecolor="white’, vmin=0, vmax=2000, s=70, zorder=2)

plt.text (1.7xT_r6[200], 10*n_r6[100], r’>$10-{10} M_\odot$’,
fontsize=9, color=’black’, bbox=dict(facecolor=’white’,
alpha=0.5, edgecolor=’none’, pad=1), fontweight=’bold’,

rotation=0, ha=’left’, va=’bottom’)

# Radius -Punkte auf der Linie (um den Radius sichtbar zu
machen)

#sc = plt.scatter(T_r[::10], n_r[::10],
c=r_array[::10]/3.08e19, vmin=0, vmax=1800,
cmap=’viridis’, s=70, edgecolor=’white’, zorder=2)

plt.colorbar(sc, label=’Radius [kpc]?’)

plt.xscale(’log?)

plt.yscale(’log?)

plt.xlabel (r’Temperatur T [K]’, fontsize=12)
plt.ylabel (r’Anzahldichte n $[1/m~3]$’, fontsize=12)

plt.title (’Kuehlphasendiagramm mit verschiedenen Halomassen’)

plt.grid(True, which="both", linestyle=’:’, alpha=0.5)
plt.xlim(le4, 1e8)
plt.show ()
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