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In diesem Handout geht es zum einen um die Stirke von Gezeitenkriften — wir
leiten die charakteristische Entfernungsabhiingigkeit 1/7° sowie die Abhiingigkeit von
der Ausdehnung des objekts bzw. vom Abstand der verschiedenen, relativ durch Ge-
zeiten beschleunigten Objekte ab. Im zweiten Teil geht es auf dieser Grundlage um die
Roche-Grenze.

1 Gezeitenkrafte

Im Vorbereitungsvideo hatten wir als Animation die folgende Veranschaulichung von
Gezeitenkréften gesehen:

Aufgrund der unterschiedlich starken bzw. in unterschiedliche Richtungen wirken-
den Gravitationskrifte verschiebt sich die zunédchst symmetrische Anordnung fallen-
der Bille. Im folgenden wollen wir diese Gravitationskraft-Differenzen quantitativ be-
schreiben. Fangen wir mit den Billen an, die horizontal gegeniiber dem mittleren Ball
verschoben sind.


https://youtu.be/6flnvAU9ngo?t=447

y Bei diesen beiden Billen ist der
Gezeiteneffekt geometrisch. Wie in der
Abbildung links dargestellt fallen beide
Bille, die jeweils um & horizontal zur
senkrechten y-Achse verschoben sind,
auf den Massen-Mittelpunkt zu, der hier
als Nullpunkt des Koordinatensystems
gewihlt wurde. Der radiale Abstand des
rechten Balls vom Nullpunkt ist in erster
Néherung gleich r, also gleich dem Ab-
stand des mittleren Balls vom Nullpunkt.

Der Betrag der Gravitationskraft ist

0 X damit, entsprechend der iiblichen New-
tonschen Formel,
GM
Fo= 220 (1)
r

Die Kraft wirkt radial, also zum Ursprung hin, wie in der Abbildung auch eingezeich-
net ist. Diejenige Komponente der Kraft, welche den Ball rechts aulen und den Ball
in der Mitte horizontal aufeinander zu beschleunigt, ist das eingezeichnete F,. Das
rechtwinklige Dreieck mit den Seitenldngen r und £ ist dabei dhnlich zu dem Dreieck
mit den Seitenldngen F, und F,, so dass jene Kraftkomponenten zusammenhéngen
entsprechend :

Fx:_'Fr- (2)
r

Setzen wir (1) in (2) ein so erhalten wir fiir die Stirke der Gezeitenkraft /', den Aus-
druck GM
Fi= 25" ¢ 3)

Wie im Vorbereitungsvideo gesagt fillt diese Gezeitenkraft also mit zunehmendem
Abstand schneller ab als die Gravitationskraft als Ganzes: 1/} im Gegensatz zur New-
tonschen Gravitationskraft mit 1/r2. Auch die Proportionalitit der Gezeitenkraft zum
Abstand &, iiber den Hinweg sie wirkt, kann man an obiger Gleichung ablesen.

Schauen wir uns jetzt noch die andere Art von Gezeitenkraft an: Die fiir diejeni-
gen Bille in der Ubersichtsabbildung auf Seite 1, bei denen sich die Gravitationskraft
aufgrund des unterschiedlichen Abstands zur anziehenden Masse unterscheidet, nicht
aufgrund der unterschiedlichen Richtung der Krifte. In der Abbildung auf der nach-
folgenden Seite links sind wiederum der Ball in der Mitte dargestellt, auBerdem aber
diesmal der Ball, der um & ndher am und derjenige, der um & weiter entfernt vom
Erdmittelpunkt dahinféllt.

Es ist klar, dass sich mit diesen unterschiedlichen Abstinden vom Erdmittelpunkt
auch die Stirke der Gravitationskraft dndert: Der weiter oben befindliche Ball wird
schwiicher angezogen als der mittlere Ball, der weiter unten befindliche Ball stirker
als der mittlere Ball.




y In Formeln ausgedriickt: Auf den mittle-
ren Ball wirkt eine Newtonsche Gravitations-
kraft der Stdrke (1), und auf den oberen bzw.
------------ ) den unteren Ball wirkt eine Gravitationskraft
der Stérke
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£ Die r-Abhingigkeit ldsst sich umschreiben,
welil in erster Ndherung (anders gesagt, bis
"""""" © auf Terme &/r in quadratischer oder noch
hohere Ordnung) gilt

! ~1[1¢2§]. )

0 X Im Physikstudium lernt man fiir solche Fille
sogenannte Taylor-Entwicklungen. Man kann
sich aber auch direkt selbst davon iiberzeu-
gen, dass die Formel stimmt, indem man ein-

fach beide Seiten mit (r + ¢)> malnimmt und ausmultipliziert. Dann steht da

1z1—3(§)2+2(§)3. ©)
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In erster Nidherung, sprich: wenn wir Terme fortlassen, in denen &/r quadratisch oder
in noch hoherer Ordnung auftritt, ist diese Gleichung richtig. Die Beschleunigung,
die aus der Newtonschen Kraft (1) folgt, spiiren alle drei Bille. Nur spiiren oberer
und unterer Ball eben noch eine kleine zusidtzliche Beschleunigung, die sich aus der
Differenz zwischen (4) und (1) ergibt. Diese Beschleunigungs-Differenz ldsst die in der
obigen Abbildung gezeigten drei Bille aus Sicht eines Beobachters in der frei fallenden
Kabine auseinanderwandern. Die Differenz ist die Gezeitenkraft F', in y-Richtung,
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Das ist, wie im Vorbereitungsvideo erwihnt, eine Kraft mit derselben Abhédngigkeit
von r und ¢ wie bei der horizontalen Gezeitenkraft F,, siehe GI. (3). Lediglich der nu-
merische Vorfaktor ist ein anderer. Das Vorzeichen bestimmt, in welche Richtung die
Bille beschleunigt werden: Der um +¢ in y-Richtung verschobene, also weiter oben
gelegene Ball, wird nach oben in y-Richtung beschleunigt, der um —¢ verschobene
untere Ball in negativer y-Richtung. Insgesamt ergibt sich das Auseinanderziehen in
senkrechter Richtung, das im Video in der Animation zu sehen war und zur Spaghetti-
fizierung von Astronaut*innen das in-die-Lénge-ziehen beitragt.



2 Roche-Grenze

Als nichstes konnen wir schauen, was Gezeitenkrifte der Stiarke (7) fiir die Stabilitét
von Objekten bedeuten, die sich zu nahe an einen massereichen Korper heranwagen.
In der einfachen Modellsituation besteht der Korper, dessen Stabilitdt wir bestimmen
wollen, selbst nur aus zwei kleinen Massekugeln, die einerseits durch ihre wechselsei-
tige Gravitation zueinander hin, andererseits durch die Gezeitenkraft einer in der Nihe
befindlichen groBBen Masse voneinander weg gezogen werden. Hier ist eine Skizze der
Situation:

r Ar

Links ist die groBe Masse M, die beiden Massekugeln rechts haben jeweils die Masse
m. Der Abstand des Mittelpunkts der inneren Massekugel vom Mittelpunkt der Masse
M sei r. Der Mittelpunkt der dguBBeren Massekugel rechts ist um Ar weiter entfernt als
das. Entsprechend der Formel (7) ist die Stirke der Gezeitenkraft, die versucht, die
beiden Kugeln auseinanderzuziehen,
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Die gegenseitige Anziehungskraft, die die beiden kleinen Massekugeln zueinander be-
schleunigt, ist dasselbe wie die Newtonsche Gravitationskraft zwischen zwei Punkt-
massen m im Abstand Ar, hat also die Stirke
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Unser Zwei-Kugel-Gebilde ist stabil, solange die Anziehungskraft stirker als die aus-
einanderziehende Gezeitenkraft ist,

FA > Fgez' (10)

Das lésst sich umschreiben zu einer Bedingung fiir den Abstand r, ndmlich
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wobei die rechte Seite hier eine erste Version der sogenannten Roche-Grenze rg de-
finiert. Kommt unser Zwei-Kugel-Gebilde der Masse M zu nahe, ndmlich néher als
die hier definierte Roche-Grenze, wird es zerrissen. Man kann die so definierte Roche-
Grenze auch umschreiben iiber die mittlere Dichte und die Formel fiir Radius und
Volumen einer Kugel. Bezeichnen wir den Radius der Kugelmasse M als R, nennen
die mittlere Dichte der grolen Kugel p,, und die der beiden kleinen Kugeln p,,, dann
haben wir

4
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mit dem Extrafaktor 1/2 weil Ar ja gemil} der obigen Skizze das Doppelte des Radius
jeder der kleinen Kugeln ist. Nutzt man diese Formeln, um M, m und Ar zu ersetzen,
lautet die Roche-Grenze
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eine vergleichsweise einfache Formel. Die genauere Formel, die den kleineren Korper
nicht als Doppel-Kugel modelliert sondern als deformierbares kugelférmiges Gebilde,
fiihrt auf dieselbe funktionale Abhédngigkeit, aber einen anderen numerischen Vorfak-
tor, ndmlich
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