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Zusammenfassung

Diese Aktivitat ermoglicht den Schiilerinnen und Schiilern nachzuempfinden, wie eine Rakete Be-
satzungen auf den Orbit der Internationalen Raumstation bringt. Da der Weg von den einfacheren
Grundlagen hin zu einer realen Darstellung eines Raketenflugs recht komplex ist und Kenntnisse aus
mehreren Klassenstufen benotigt, beschrankt sich die aktuelle Ausarbeitung auf die Einfiihrung der
Grundbegriffe und einfachen, idealisierten Anwendungen. Zentrale Bedeutung hat dabei die Rake-
tengleichung. Weiterfiihrende Ableitungen, die mehrstufige Raketen thematisieren, werden in einer
gesonderten Ausarbeitung behandelt. Zur Einleitung in das Prinzip des RiickstoBes werden kurz
einige Beispiele vorgestellt.

Lernziele

Die Schilerinnen und Schuler

e machen sich mit dem Begriff des Impulses vertraut,
e erkennen, warum Raketen groB sein miissen,
e |0sen eine Gleichung durch Iteration mittels Tabellenkalkulation,

e berechnen die Endgeschwindigkeit einer einstufigen Rakete.

Materialien

Arbeitsblatter (erhaltlich unter: http://www.haus-der-astronomie.de/raum-fuer-bildung)

Stift

Taschenrechner

Computer mit Tabellenkalkulation (z. B. MS Excel)

Stichworte

Raumstation, ISS, Rakete, RiickstoB, Impuls, Schub, Dichte

Dauer

90 Minuten
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Hintergrund

Die Internationale Raumstation

Abbildung 1: Die ISS im Jahre 2011 (Bild: NASA).

Seit 1998 wird die Internationale Raumstation (ISS, Abb. 1) aufgebaut (Loff 2015) und mittels
einzelner Module (Abb. 2) standig erweitert (Zak 2017a). lhr Betrieb ist bis mindestens 2024
vorgesehen, wahrscheinlich aber sogar bis 2028 maglich (Sputnik 2016; Ulmer 2015). Die gesamte
Struktur hat eine Masse von 420t. Sie ist 109 m lang, 73 m breit (Garcia 2018b) und 45m hoch
(ESA 2014). Auf einer Bahnhthe von etwa 400 km benotigt die ISS fiir eine Erdumrundung ungefahr
92 Minuten (Howell 2018a).

ISS-Konfiguration

Juni 2017
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Abbildung 2: Die Module der ISS im Juni 2017 (Bild: NASA).
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Die ISS ist ein internationales Projekt mit derzeit 15 beteiligten Nationen (ESA 2013b; Garcia
2018a). Sie dient als wissenschaftliches Forschungslabor fiir Fragestellungen, in denen z. B. der
Einfluss der Gravitation auf der Erde bei Experimenten hinderlich ist. Es werden aber auch medizi-
nische Themen der Astronautik behandelt, um langfristige Missionen innerhalb des Sonnensystems
vorzubereiten.

Sojus-FG-Rakete (Pakera «Coto3-®rI»)

Seit dem letzten Start eines Space-Shuttles am 8. Juli 2011 sind die russischen Sojus-Raketen
das einzige Tragersystem, das Menschen zur ISS bringen kann. Erst ab Friihjahr 2019 sind erste
bemannte Testfliige mit US-amerikanischen Raumschiffen geplant (Malik 2018). Die Variante Sojus-
FG (Abb. 3) wird dafiir bereits seit 2001 routinemaBig benutzt. Alle Starts waren seitdem erfolgreich.
Die Rakete basiert auf dem Modell R-7 (Howell 2018b; Zak 2018), das seit 1957 gebaut wurde. Sie
war die Basis nahezu aller nachfolgenden Raketen, die in der Erkundung des Weltraums durch die
damalige Sowjetunion und dem heutigen Russland entwickelt und genutzt wurden.

Die Sojus-FG besitzt je nach Nutzung drei bis vier Raketenstufen, wobei fiir den Transport des
Sojus-Raumschiffs lediglich drei benétigt werden (Abb. 3). Das Raumfahrzeug hat einen eigenen
Antrieb, der die Astronauten vom Orbit in 200 km Hohe auf 400 km bringt, wo die ISS sich befindet.

Abbildung 3: Links: Start der Sojus-FG-Rakete am 6. Juni 2018, mit der Alexander Gerst zur ISS flog (NASA/Joel
Kowsky, https://www.flickr.com/photos/nasahgphoto/41898551494/ (CC BY-NC-ND 2.0). Rechts: Schemati-
sche Darstellung einer Sojus-FG-Rakete, https://www.flickr.com/photos/europeanspaceagency/35788717360/
in/album-72157684209960351/ (ESA/Ausschnitt, deutsche Beschriftung: M. Nielbock).

In dieser Konfiguration besitzt die Rakete eine Hohe von 49,5 m (ESA 2013a) und eine Startmasse
von etwa 310t. Sie kann eine Nutzlast von bis zu 7,4 t in einen erdnahen Orbit bringen (Zak 2017b).
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Triebwerke und Stufen der Sojus-FG-Rakete

Die russische Sojus-FG-Rakete, mit der Alexander Gerst zur ISS flog, besteht aus drei Raketenstufen
mit jeweils eigenen Triebwerken (NPO Energomash 2017; Zak 2017b). Sie alle werden mit einer
raffinierten Form von Kerosin, genannt RD-1 (rocket propellant) (Leitenberger 2013), und fliissigem
Sauerstoff (LOX, liquid oxygen) betrieben.

Die erste Stufe besteht aus vier identischen Triebwerken vom Typ RD-107A, die seitlich an der
Rakete angebracht sind. Man nennt diese Konfiguration auch Booster. Die zweite Stufe ist die
Zentraleinheit, die am Start zusammen mit der ersten Stufe geziindet wird. Das Triebwerk vom
Typ RD-108A brennt jedoch langer als die erste Stufe. Nach dem Abwerfen der zweiten Stufe
zlindet die dritte Stufe, die mit einem Triebwerk RD-0110 ausgestattet ist. Sie hebt schlieBlich das
Sojus-Raumschiff auf eine Hohe von etwa 200 km von wo es sich eigenstandig an die ISS annahert.

Schubkraft eines Raketentriebwerks

Wir kennen bereits das Prinzip des freien Falls. Ein Objekt mit einer Masse m wird durch die Gravi-
tationskraft der Erde angezogen. Diese Kraft fiihrt dazu, dass dieses Objekt — einmal losgelassen —
auf die Erde fallt. Dabei nimmt die Geschwindigkeit stetig zu. Die Rate, mit der die Geschwindigkeit
sich dandert, nennt man Beschleunigung. Dieser Zusammenhang ist auch als die Grundgleichung der
Mechanik oder 2. Newtonsches Axiom bekannt. Daher kann man schreiben:

Fg = m-a (1)
. Av
mit: a = At (2)

Diese Gleichung setzt also die auf m wirkende Kraft Fg4 in Beziehung zur Beschleunigung a, die
es erfahrt. In Bodennahe kann die Kraft vereinfacht durch m - g geschrieben werden, wobei g die
Erdbeschleunigung ist. Wir nehmen hier den Wert am Aquator der Erde an (g = 9,8m/s?).

Fo=m-g=m-a (3)
Mit Gl. 2 erhalt man dann:
Av
0= . 4
m-g=m Ar (4)

Die Geschwindigkeit der Masse m nimmt daher im freien Fall je Zeiteinheit At um Av zu, also in einer
Sekunde um 9,8 m/s. Wir sehen hier auch, dass ohne weitere duBere Krafteinwirkung (z. B. Luftrei-
bung) die Masse m sich wegkiirzt. Daraus folgt, dass der Geschwindigkeitszuwachs eines Objekts
nicht von seiner Masse, sondern lediglich von der wirkenden Erdbeschleunigung g abhangt.

Mit einer Rakete mochten wir das genaue Gegenteil erreichen, namlich eine Nutzlast entgegen der
wirkenden Gravitation nach oben befordern. Hierfiir wird eine Kraft benétigt, die man als Schubkraft
bezeichnet. Hierfiir kbnnte man schlicht Fs schreiben. Es hat sich jedoch die Schreibweise S etabliert.
Diese Schubkraft, oder kurz Schub, wird durch den Auswurf von verbranntem Treibstoff unter hoher
Geschwindigkeit w erzeugt. Man benutzt hier das Formelzeichen w, um die Geschwindigkeit der
Triebwerkgase von der Geschwindigkeit der Rakete zu unterscheiden. Die Masse des Treibstoffs
wird der Gesamtmasse der Rakete entzogen und wird deshalb mit Am bezeichnet.
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Der Treibstoffdurchsatz u = Am/At zeigt also an, mit welcher Rate Treibstoff verbraucht wird und
sich die Masse der Rakete andert. Insgesamt erhalt man:

S= AA—T W= W (5)
Die Einheit des Schubs entspricht der einer Kraft, somit: kg-m/s?> = N. Um mit der Rakete abheben
zu konnen, muss also vom Betrag her stets S > F gelten, wobei die Masse der Rakete mgr standig
pro At um Am abnimmt. Die Fahigkeit einer Rakete, den Erdboden zu verlassen, hangt also von
der Startmasse der Rakete, dem Treibstoffdurchsatz w und der Ausstromgeschwindigkeit w ab. Die
letzteren beiden GroBen sind charakteristisch fiir die verschiedenen Triebwerke, die in der Raumfahrt

benutzt werden.

Impuls und spezifischer Impuls

Rechnerisch ist der Impuls p nichts weiter als das Produkt aus Masse und Geschwindigkeit.

p=m-v (6)

Physikalisch beschreibt der Impuls p den Bewegungszustand eines Objekts. Jede Anderung des
Impulses Ap kann nur durch die Aufwendung einer Kraft erfolgen. Je langer sie wirkt, desto starker
verandert sich der Impuls. Umgekehrt geht die Ausiibung einer Kraft durch ein sich bewegendes
Objekt mit einer Anderung des Impulses einher. Es gilt daher:
Ap
Ap—F-At@F—E (7)
In der Raketentechnik hat sich der Begriff des spezifischen Impulses Is, eingebiirgert. Hierunter ver-
steht man den Impuls pro Massenelement des von einem Triebwerk ausgestoBenen Verbrennungs-
produkts. Definiert ist er als das Produkt des iiber die Brenndauer T gemittelten Schubs S geteilt
durch die Masse des verbrannten Treibstoffs. Das Produkt aus dem Schub und der Brenndauer ist
jedoch nichts anderes als der zeitlich gemittelte Impuls der ausstromenden Gases.

ST

o = Mireib (8)
p

p— 9

Mreib ( )

Die Einheit von /s, ist somit m/s, also eine Geschwindigkeit. /s, ist daher im wesentlichen nichts
anderes als die Ausstromgeschwindigkeit w, die sich jedoch in der Praxis zeitlich andert. Das erkennt
man auch durch den Vergleich mit der Definition des Schubs in Gl. 5. Sowohl der Schub als auch
der spezifische Impuls sind von der duBeren Druckbedingungen abhdngig, da das Triebwerk gegen
diesen Druck arbeitet. Deswegen steigen typischerweise S, /s, und w mit zunehmender Hohe und
abnehmendem atmospharischem Druck.

Oft bezieht man den spezifischen Impuls nicht auf die Masse des Gases, sondern auf ihr Gewicht
unter der Einwirkung der Erdbeschleunigung g (Messerschmid und Fasoulas 2011). Die resultierende
Einheit entspricht dann derjenigen der Zeit. Wir werden jedoch stets mit der Definition nach Gl. 8
arbeiten.

S-T
== 10
P Mireib = 9 ( )
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Raketengleichung

Die sogenannte Raketengleichung oder auch Ziolkowski-Gleichung — benannt nach dem russischen
Weltraumpionier Konstantin Ziolkowski, der diese Grundgleichung 1903 aufstellte — beschreibt die
Bewegung einer einstufigen, kraftefreien Rakete. Sie lasst sich liber zwei dquivalente Prinzipien her-
leiten — die Grundgleichung der Mechanik bzw. das 2. Newtonschen Axiom und die Impulserhaltung.

Aus der Grundgleichung der Mechanik lasst sich eine Bewegungsgleichung fiir das Verhalten einer
Rakete mit dem Schub S nach Gl. 5 aufstellen.
F=m-aeS=mr-ar (11)

In diesem Fall ist mg von der Zeit t abhadngig, denn mit der Ziindung der Rakete verbrennt Treibstoff
mit dem Durchsatz 4 = Am/At. Wenn wir annehmen, dass S konstant ist (was in der Realitat nicht
stimmt) nimmt die Beschleunigung im Laufe der Zeit also zu. Somit kann man schreiben:

pew=(mo—p-t)-ar(t) (12)

Dabei ist mp die Masse der Rakete bei Brennbeginn. Fiir kleine Veranderungen von At konnen wir
naherungsweise schreiben:

Am AVR

S Am-w = (mg—A4Am)- Avg (14)
Am

(mo — Am) - Avg

>

In Gl. 14 erkennt man die Impulserhaltung mit den Teilimpulsen des ausstromenden Gases und des
Raketenkorpers. Fiir geniigend kleine Am = - At kann man mit Hilfe von Gl. 15 die Geschwindig-
keitsanderung der Rakete fiir bekannte Werte von u und w berechnen. Das ist besonders hilfreich
wenn man die Endgeschwindigkeit einer Raketenstufe mit der Methode der kleinen Schritte anndhern
mochte.

Tatsachlich muss man fiir das korrekte Ergebnis ein Integral |6sen, wobei man von Gl. 12 ausgehend
v(t) = [a(t)dt auswertet. Wir nehmen an, dass p und w konstant sind.

t1 t1 . t1 —
VR(t):/ a(t)dt:/ “Wdt:—w-/ T (16)
to to Mo— -t t, —M-t+mg
Mit d%ln(a-xvtb) = o5 folgt:
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[vr (D)) = —w-[In(mo — - 1))} (17)
< vr(t1) — vr(to) = Avg = —w(In(mo — - t1) — In(mo — p - to)] (18)
edve e lIn(mo = Mieis) = In(mo)] (19)
o Avg BTy (7;?) (20)
- Jn (M0
< Avg = w - In (mB> (21)

Hier bedeuten mg die Gesamtmasse der Rakete zu Brennbeginn und mg die Masse der Rakete bei
Brennende. Daraus ersieht man, dass eine Anderung der Geschwindigkeit vom natiirlichen Logarith-
mus des Massenverhaltnisses zu Beginn und Ende der Triebwerkziindung abhangt. Damit muss fiir
eine bestimmte Geschwindigkeitsanderung eine tiberproportional zusatzlich groBe Treibstoffmenge
umgesetzt werden, was zu einer deutlich gréBeren Rakete mit einer deutlich hoheren Masse fiihrt. So
bendtigt man bei einer Rakete mit einem Massenverhiltnis von Treibstoff und leerer Raketenstufe
von vier fiir eine Verdopplung der Endgeschwindigkeit sechs mal so viel Treibstoff.
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Aktivitat: Raketenflug

Vorbereitung fiir Lehrpersonen

Lesen Sie das Kapitel mit den Hintergrundinformationen sorgfaltig. Zusatzliche Literatur finden Sie
am Ende dieses Dokuments.

Die Schiilerinnen und Schiiler benétigen fiir diese Aktivitdt bereits Vorkenntnisse zu dem Grundlagen
der Mechanik, d. h. Grundgleichung der Mechanik, Begriff des Impulses, Begriff der Kraft.

Machen Sie sich mit den Aufgaben der Schiilerinnen und Schiiler vertraut. Fertigen Sie ausreichend
Kopien der Arbeitsblatter an. Fiir die Aktivitat bendtigen sie Taschenrechner sowie Laptops/PCs,
auf denen MS Excel vorinstalliert ist. Es ware hilfreich, wenn die Schiilerinnen und Schiiler bereits
erste Erfahrungen mit Tabellenkalkulationen hatten.

Dieses Material beinhaltet wegen des groBen Umfangs des Themengebiets ,,Raketenflug" lediglich
eine Einfiithrung in die Grundbegriffe der Raketenantriebstechnik sowie eine erste Berechnung einer
Endgeschwindigkeit nach dem Umsetzen des Treibstoffs in kinetische Energie. Hierzu werden verein-
fachte Annahmen gemacht. AuBere Krafte werden in dieser Ausarbeitung nicht beriicksichtigt. Eine
Vertiefung, die auch den Einfluss von mehreren Raketenstufen sowie den Beitrag der Gravitation
beriicksichtigt, werden in einer nachfolgenden Aktivitdt behandelt.

Thematische Einfithrung (Vorschlag)

Zur Einfiihrung in das Thema bietet es sich an, die Schiilerinnen und Schiiler zu ihren bisherigen
Kenntnissen und Erfahrungen zur Raumfahrt zu befragen. Fragen Sie sie, ob sie einen (deutschen)
Astronauten kennen und was sie lber ihn wissen. Als thematische Einfiihrung kénnen zudem Fotos
und kurze Videos von der Internationalen Raumstation gezeigt werden. So gibt es einen faszinieren-
den Livestream von der ISS.

https://youtu.be/gnKt_QHehZc

Fragen Sie die Schiilerinnen und Schiiler, wie die Astronauten und Kosmonauten zur ISS kommen.
Sobald richtigerweise Raketen genannt werden, versuchen Sie ermitteln, ob sie wissen, wie eine
Rakete funktioniert.

SchlieBlich wird das Prinzip des RiickstoBes von entscheidender Bedeutung sein. Daher bietet es
sich an, Beispiele fiir die Wirkung des RiickstoBprinzips zu behandeln, die entweder bekannt sind
oder Interesse wecken.

Ein recht einfaches Beispiel stellt ein Luftballon dar, aus dem Luft entweicht und so durch den Raum
fliegt. Abhangig vom Alter oder der Vorbildung der Schiilerinnen und Schiiler kann die Lehrperson
Luftballons verteilen und zum Experimentieren animieren. Lassen Sie die Schiilerinnen und Schiiler
diskutieren, was den Luftballon fliegen lasst.

Alexander Gerst demonstriert in einem Experiment auf der ISS das Prinzip des RiickstoBes einer
Rakete.

https://youtu.be/bkdXMOL6ghI

Um selbst aktiv zu werden, kdnnen die Lernenden zudem zum Bau von Fahrzeugen motiviert werden,
die auf das RiickstoBprinzip zuriickgreifen. Interessante Varianten fiihren den bereits erwahnten
Ballon mittels eines angeklebten Strohhalms entlang einer Schnur oder bewegen durch Aufkleben
ein Auto.
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https://www.kids-and-science.de/experimente-fuer-kinder/detailansicht/datum/2009/
11/22/die-ballonrakete-an-der-schnur.html

http://www.zauberhafte-physik.net/raketenautos-22/
Unter folgender Internetadresse findet sich eine Anleitung zum Bau eines Propellerboots.
https://tuduu.org/projekt/flinke-propellerboote

Fiir einen direkten Zugang zur Raumfahrt und der Nutzung von Raketen konnen die Schiilerinnen
und Schiiler die Internetseite des Portals DLR_next studieren. Hier finden sie viele Informationen
und Anregungen.

https://www.dlr.de/next/desktopdefault.aspx/tabid-6283/

Mit etwas technischem Geschick kdnnen die Lernenden selbst eine Wasserrakete bauen. Dies kann
beispielsweise mit dem Fach Technik verkniipft werden oder im Rahmen einer AG als Gruppen-
projekt durchgefiihrt werden. Es existiert eine Vielzahl von Bauanleitungen mit unterschiedlichen
Schwierigkeitsgraden.

https://www.dlr.de/next/desktopdefault.aspx/tabid-6297/
http://www.raketfuedrockets.com

Einige Aspekte des Flugs mit der Sojus-Rakete zur ISS sind in dem folgenden Video zusammenge-
fasst.

https://www.dlr.de/next/desktopdefault.aspx/tabid-12713

Leiten Sie abschlieBend gemeinsam mit den Lernenden die vereinfachte Raketengleichung (GI.15)
gemadB der Darstellung auf Seite 6 her.
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Schub und Treibstoff
1. Schubkraft eines KugelstoBers

Ein KugelstoBer der Weltklasse beschleunigt die 7,257 kg schwere Kugel innerhalb von einer Sekunde
auf eine Abwurfgeschwindigkeit von 14 m/s. Berechne den dadurch auf den KugelstoBer ausgeiibten
Schub.

2. Schubkraft eines Raketentriebwerks

Die russische Sojus-FG-Rakete, mit der Alexander Gerst zur ISS flog, besteht aus drei Raketen-
stufen mit jeweils eigenen Triebwerken. Die erste Stufe besteht aus vier identischen Triebwerken
vom Typ RD-107A, die seitlich an der Rakete angebracht sind. Man nennt diese Konfiguration
auch Booster. Beim Start erzeugen sie einen Schub von insgesamt S = 4146400 N und die Aus-
stromgeschwindigkeit betragt w = 2580 m/s (Zak 2017b). Berechne den Treibstoffdurchsatz w.

3. Treibstoffmenge und Tanks einer Rakete

Die zweite Raketenstufe der Sojus-FG besitzt ein Triebwerk des Typs RD-108A. Als Treibstoff dient
ein Gemisch aus Kerosin und fliissigem Sauerstoff (LOX, liquid oxygen), das im Volumenverhaltnis
1:2,43 einen Schub von S = 792650 N erzeugt. Die Ausstromgeschwindigkeit betragt wahrend der
Brenndauer von 280s im Mittel w = 2525 m/s. Berechne pu.

Berechne nun, wie viel Kerosin und Sauerstoff (in kg) wahrend der Brenndauer umgesetzt werden.
Wie hoch ist die Gesamtmasse der Treibstoffe?

Wir wollen nun berechnen, wie groB die Treibstofftanks fiir Kerosin und Sauerstoff sein miissen. Dazu
solltest du dir in Erinnerung rufen, was die Dichte eines Stoffs, hier einer Fliissigkeit, bedeutet und wie
man sie berechnet. Wir kénnen annehmen, dass die Dichten der beiden Stoffe pker = 830 kg/m? bzw.
oLox = 1144 kg/m3 betragen (Uffrecht und Poppe 2002, S. 86). Mit dieser Information berechnest
du nun die Volumina, die das Kerosin und das LOX einnehmen.

Nun sollst du ausrechnen, wie hoch die jeweiligen Tanks der Raketenstufe sein miissen. Da wir fir
die Tanks eine Zylinderform annehmen, musst du dafiir wissen, wie man das Volumen eines Zylinders
berechnet. Aufgrund des Durchmessers der Rakete ist der Durchmesser der Tanks auf jeweils 2,2 m
beschrankt. Wie hoch miissten die Tanks sein?

Wie steht das in Relation zur Hohe der Raketenstufe, die 27,1 m misst?
Endgeschwindigkeit einer einstufigen Rakete
Betrachte den Idealfall einer kraftefreien, einstufigen Rakete. Das bedeutet, wir nehmen an, dass

1. die Rakete von duBeren Kraften wie die Schwerkraft oder die atmospharische Reibung nicht
beeinflusst wird,

2. die Rakete den kompletten Treibstoff in einem Brennvorgang umsetzt.

Die Rakete habe die folgenden Eigenschaften.
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Eigenschaft Formelzeichen Wert

Gesamtmasse Rakete mg 320t

Leermasse Rakete mg 20t

spezifischer Impuls w 2800m/s

Brenndauer T 600s

Berechne hieraus die Masse des Treibstoffs myein, den Treibstoffdurchsatz w und den Schub S.

1. Genaherte Losung durch Methode der kleinen Schritte

Wegen der Beschleunigung der Rakete nimmt ihre Geschwindigkeit standig zu.
Frage: Warum kann man mit Gl. 15 die Endgeschwindigkeit nicht korrekt ausrechnen?

Wir konnen diese Gleichung dennoch nutzen, wenn wir die Brenndauer der Rakete in kleinere Ein-
zelschritte unterteilen. Damit kannst du die Endgeschwindigkeit der Rakete sehr gut abschatzen.
Dieses Prinzip soll nun genauer untersucht werden. Erzeuge Dir dafiir zunachst drei Tabellen, die
folgende Spalten enthalten:

Raketenmasse | Masse bei Brennende | Geschwindigkeitszuwachs | Endgeschwindigkeit
Schritt mo mg Avg VR
(k) (kg) (m/s) (m/s)
0 320000 - 0 0

Schritt 0 bedeutet, dass wir hier die Startparameter eintragen. Die Rakete bewegt sich noch nicht.
Deswegen kann man auch noch keine Masse bei Brennende eintragen.

Flige zur ersten Tabelle eine Zeile hinzu, zur zweiten 3 und zur dritten 5. In die erste Spalte ,, Schritte”
tragst du jeweils fortlaufende Zahlen ein, so dass diese Spalte die Zeilen durchnummeriert. Dies sind
die jeweiligen Einzelschritte, die wir oben bereits erwahnt haben.

Berechne nun fiir jede Tabelle das Am, also die Masse, die pro Rechenschritt vom Triebwerk ausge-
stoBen wird. Hierzu teilst du ganz einfach den am Anfang vorhandenen Treibstoff in so viele Pakete
auf, wie die jeweilige Tabelle Schritte aufweist. Tabelle 1 besitzt nur einen Schritt. Somit gilt dort:

Mireib mop —m

_ _ B B
~ Anzahl der Schritte 1 = 300t = 300000kg (22)

Am

Nun kannst du die Werte fiir Schritt 1 ausrechnen. Die aktuelle Raketenmasse in der Tabelle ist
immer die Masse am Brennende des vorherigen Schritts. Da in Tabelle 1 Schritt O nur den Anfangs-
zustand wiedergibt, hat sich die Masse nicht geandert. Berechne nun die Masse bei Brennende mg.
Bedenke, dass bei jedem Schritt Am des Treibstoffs verbrannt werden.

Frage: Warum fallt die Restmasse der Rakete nicht auf Null ab?

Mithilfe von Gl. 15 kannst du nun die Geschwindigkeitsanderung Avg der Rakete ausrechnen, die
wahrend dieses Schritts zur vorherigen Geschwindigkeit hinzu kommt. Die Endgeschwindigkeit am
Ende eines Berechnungsschritts erhaltst du, wenn du Avg zu vg aus dem vorherigen Schritt hinzu-
rechnest. In Tabelle 1 ist Avg = vg, da vg zuvor Null betrug.

Fiige diese Rechenoperationen nun fiir die beiden anderen Tabellen durch. Beachte, dass dort Am
andere Werte annimmt. Berechne jeden Schritt einzeln.
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Frage: Wie unterscheiden sich die Geschwindigkeiten der Rakete am Ende? Diskutiere den Unter-
schied mit deinen Mitschiilern und versuche, eine Erklarung zu erhalten.

Frage: Was passiert mit der Endgeschwindigkeit der Rakete, wenn du die Anzahl der Schritte
erhohst?

2. Methode der kleinen Schritte mit MS Excel

Erzeuge nun solch eine Tabelle in MS Excel und fiihre die Berechnungen mit Operationen der Tabel-
lenkalkulation durch. Wahle hierfiir eine deutlich groBere Anzahl von Schritten. Um die Ergebnisse
zu vergleichen, sprich dich mit deinen Nachbarn bei der Wahl der Anzahl der Schritte ab, z. B. 30,
60 und 150.

Frage: Was stellst du beziiglich den Endgeschwindigkeiten fest, wenn du dein Ergebnis mit deinen
Mitschiilern vergleichst? Erklare die Beobachtung.

Recherchiere, mit welcher Geschwindigkeit die ISS um die Erde fliegt. Wie passt dieser Wert zur
Geschwindigkeit der Rakete?

Lernkontrolle und Abschluss

Neben den korrekten Antworten und Ergebnissen, die von einzelnen Schiilerinnen und Schiilern erzielt
wurden, kann eine weitere Lernkontrolle spielerisch erreicht werden. Hier bietet sich beispielsweise
Kahoot! an. Dies ist eine interaktive Online-Plattform fiir verschiedene didaktische Methoden. Typi-
scherweise definiert die Lehrperson zundchst ein Quiz, das dann von den Schiilerinnen und Schiilern
mit ihren Smartphones gespielt wird. Als Spielleiter konnen Sie die Anzahl der korrekten Antwor-
ten pro Frage einsehen und grafisch fiir alle darstellen. Zudem besteht die Moglichkeit, dass Sie
nachsehen konnen, wer richtige und falsche Antworten gegeben hat und darauf gezielt eingehen. So
konnen Sie z. B. nachfragen, warum jemand eine bestimmte Antwort ausgewahlt hat.

Ein solches Quiz ist bereits vorbereitet und kann unter folgendem Link abgerufen werden.

https://play.kahoot.it/#/k/78434d13-69fd-4d5f-88f4-0233123e9cd6
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Losungen

Schub und Treibstoff

1. Schubkraft eines KugelstoBers

S = u-w
At
7,257 kg

= =20 g
s m/s

k
— 101,621
S
2. Schubkraft eines Raketentriebwerks

e w
Bl
w
4146400 N
2580 m/s

K
— 1607,19
S

Das Triebwerk stoBt pro Sekunde 1607,1 kg Treibstoff aus.

3. Treibstoffmenge und Tanks einer Rakete

S

Ho= —
w

792650 N
2525m/s

= 313,9@
S

Die Gesamtmasse berechnet man durch die Multiplikation des Treibstoffdurchsatzes p mit der
Brenndauer 7.

k
Mireip = U+ T = 313,9?9-28052 87897,8kg = 87,9t

Die Massenanteile von Kerosin und LOX addieren sich zur gesamten Treibstoffmasse: Myeip =
Mker + MLox. Das Mischungsverhaltnis von Kerosin und LOX ist wie folgt gegeben.

Vicer - 1

Vox 2,43
Mit
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m
V==
Y
folgt:
VKer _ 1
Vi ox 2,43
Mker - 1
o MKer"QLOX  _
MLOX * OKer 2,43
MKer _ OKer . 1
mLox oLox 2,43
OKer MLOX
s m = :
er oLox 2,43
Somit folgt:
OKer mLox OKer 1
N pr— pr— . f— . 1 " —
Myreib mLox + Mker = MLox + oLox  2.43 mLox ( + Lo 2, 43>

Mireib
OKer ., 1
<1 - oLox 2,43>

Man erhalt mit pker = 830 kg/m> und gLox = 1144 kg/m3:

< MLox =

87897, 8 kg
830kg/m3 1
(1 + Tiazkg/m ° m)

87897, 8 kg

mLox

Mier = Mireib — MLox = 87897, 8kg — 67688, 2 kg = 20209, 6 kg = 20, 2t

Somit erhalt man mit gker = 830kg/m3 und g ox = 1144 kg/m? die Volumina von Kerosin und
LOX.

Mier 20209, 6 kg s
e Oxer  830kg/m? m

mLox . 62271,6 kg
oLox  1144kg/m3

= 59,168 m>

Viox =
Hinweis! Man kann die Rechnung auch umkehren, indem man zunachst die Volumina ausrechnet
und dann Uber die Dichten die Massen ermittelt.

Als Treibstofftanks nehmen wir Zylinder mit dem Radius r = 1,1 m an. Mit der Hohe h kann der
Volumeninhalt eines Zylinders wie folgt berechnet werden:
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sz| = 7F'I’2'h
Vs

o h o= Zyl2
- r

Die Hohen der beiden Tanks ermitteln sich dann zu:

Viker  24,349m3

= =6,4m
T-r2 . (1,1m)?

hKer =

Vi ox 59,168 m3
hlox = = = 15,6
LOX = 772 T (L1m) m

Die beiden Tanks weisen eine Gesamthohe von 22,0 m auf. Etwa 5 m entfallen somit auf die Ver-

bindungskupplungen zwischen den Raketenstufen und auf das Triebwerk.

Endgeschwindigkeit einer einstufigen Rakete

Mireib = Mo — Mg = 320t — 20t =300t

_mtreib_300t_ t kg
T _6005_0'55_5005
kg m kg m
S=u-w=500—"-2800— = 1400000 5
s s s

1. Genaherte Losung durch Methode der kleinen Schritte

Frage: Warum kann man mit Gl. 15 die Endgeschwindigkeit nicht korrekt ausrechnen?

Die Gleichung lautet:

Am

A - .
VR mo — Am

w

Da wir hier den Unterschied der Raketenmasse zwischen Ziindung und Brennende betrachten, kann
die ermittelte Geschwindigkeit nur ein Mittelwert sein. Der ist nur dann richtig, wenn sich die
Geschwindigkeit wahrend der Brenndauer nicht dndert. Das ist aber ausdriicklich nicht der Fall,

denn die Rakete beschleunigt wahrend der gesamten Brennphase.

Wir konnen die Gleichung jedoch fiir eine schrittweise Naherung der tatsdchlichen Endgeschwin-
digkeit nutzen, wenn Am klein genug ist und der Brennvorgang in entsprechend viele Teilschritte

aufgetrennt wird.

Tabelle 1

- Mireis 300000 kg
~ Anzahl der Schritte 1

Am = 300000 kg
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Raketenmasse | Masse bei Brennende | Geschwindigkeitszuwachs | Endgeschwindigkeit
Schritt mo mg Avr VR
(kg) (kg) (m/s) (m/s)
0 320000 - 0 0
1 320000 20000 42000 42000

Frage: Warum fallt die Restmasse der Rakete nicht auf Null ab?

Die Restmasse ist die Leermasse der Rakete. Die bleibt am Ende des Brennvorgangs iibrig.

Tabelle 2
B Mreib _ 300000kg
Am = Anzahl der Schritte 3 = 100000kg
Raketenmasse | Masse bei Brennende | Geschwindigkeitszuwachs | Endgeschwindigkeit

Schritt mo mg Avg VR

(kg) (kg) (m/s) (m/s)
0 320000 - 0 0
1 320000 220000 1273 1273
2 220000 120000 2333 3606
3 120000 20000 14000 17606

Tabelle 3
Mireib 300000 kg
A = — = k
m Anzahl der Schritte 5 00000 kg
Raketenmasse | Masse bei Brennende | Geschwindigkeitszuwachs | Endgeschwindigkeit

Schritt mo mg Avg VR

(kg) (k9) (m/s) (m/s)
0 320000 - 0 0
1 320000 260000 646 646
2 260000 200000 840 1486
3 200000 140000 1200 2686
4 140000 80000 2100 4786
5 80000 20000 8400 13186

Frage: Wie unterscheiden sich die Geschwindigkeiten der Rakete am Ende? Diskutiere den Unter-
schied mit deinen Mitschilern und versuche, eine Erklarung zu erhalten.

Die Geschwindigkeit nimmt mit zunehmender Anzahl der Schritte ab. Die Anzahl der Schritte steht
fiir ein Aufteilen der aufgrund der Beschleunigung der Rakete steigenden Geschwindigkeit. Die ist
anfangs geringer und nimmt langsam zu. Mit nur einem Schritt wird der anfanglich geringe Ge-
schwindigkeitszuwachs stark liberschatzt.

Frage: Was passiert mit der Endgeschwindigkeit der Rakete, wenn du die Anzahl der Schritte
erhohst?

Die Unterschiede der verschiedenen Ansatze nehmen mit der Anzahl der Rechenschritte ab. Es ist zu
erwarten, dass mit zunehmender Anzahl der Schritte sich der Wert einem festen Betrag annahert.
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2. Methode der kleinen Schritte mit MS Excel

Die Losungen mit 30, 60, 150 Schritten sehen wie folgt aus.

Tabelle 1: Endgeschwindigkeit der in der Aufgabe spezifizierten Rakete durch iterative Rekursion nach 30, 60 und 150
Schritten.

Schritte  Endgeschwindigkeit (m/s)
30 8476
60 8106
150 7897

Als Beispiel fiir eine solche Tabelle ist in Abb.4 eine Ausfiihrung mit 30 Iterationsschritten dargestellt.

iz
=

4 Ausschneiden

J Calibri A S == = Zeilenumbruch Standard
53 Kopieren -
ElﬂngEﬂ F Format abertragen K U - A EE =5 Verbinden und zentrieren = | B8 - o
Zwischenablage Schriftart Ausrichtung Za
F4 - Je
A B c D E |
1 | Gesamtmasze Rakete: 320 t
2 | Leermasse Rakete: 20t
3 |spezifischer Impuls: 2800 mjs
g Brenndauer: 600 = [
WVerbrauch: 500 kgfs
6
7 | schritte: 30
B |Schrittweite: 10,0 t
10 Gaschwindigheits- Geschwindigheit
11 Startmasse Endmasse zuwachs Rakete
12 Schritt [kg) [ke) [WE] [myfs)
13 ] 320000 - ] 1]
14 1 320000 310000 90 o0
15 2 310000 200000 93 184
16 3 300000 290000 97 280
17 4 290000 230000 100 380
18 5 2EO000 270000 104 484
15 E 270000 260000 108 552
20 7 260000 250000 112 704
21 2 250000 240000 117 220
22 9 240000 230000 122 942
23 10 230000 220000 127 1069
24 11 220000 210000 133 1202
25 12 210000 200000 140 1343
26 13 200000 190000 147 1450
27 14 190000 180000 156 1646
28 15 150000 170000 185 1810
29 16 170000 160000 175 1985
30 17 160000 150000 187 2172
31 12 150000 140000 200 2372
32 13 140000 130000 215 2587
33 20 130000 120000 233 2821
34 21 120000 110000 255 2075
35 22 110000 100000 280 3355
36 23 100000 90000 311 3666
a7 24 SOO00 20000 350 4016
38 25 BO000 70000 400 4416
39 26 70000 60000 467 4883
a0 27 EO000 SO000 SED 5443
a1 28 SO000 40000 700 E142
42 29 40000 30000 933 7076
a3 20 20000 20000 1400 2476

Abbildung 4: Eine mit MS Excel erstellte Tabelle, die mit 30 Schritten iterativ die Endgeschwindigkeit der Rakete

ermittelt.
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Frage: Wie unterscheiden sich die Geschwindigkeiten der Rakete am Ende? Diskutiere den Unter-
schied mit deinen Mitschiilern und versuche, eine Erklarung zu erhalten.

Im Vergleich mit den Lésungen wird deutlich, dass die Unterschiede mit der zunehmenden Anzahl
der Schritte immer geringer werden.

Frage: Was passiert mit der Endgeschwindigkeit der Rakete, wenn du die Anzahl der Schritte
erhohst?

Sie streben gegen einen Wert, der der exakten Losung entspricht. Mit Gl. 21 erhalt man 7763 m/s.

Die Geschwindigkeit der ISS schwankt leicht. Sie liegt jedoch iiblicherweise in einem Bereich um
7,7km/s. Die aktuelle Bahngeschwindigkeit wird hier dargestellt:

https://www.n2yo.com/?s=25544

Damit wiirde die Rakete in etwa die Geschwindigkeit der ISS erreichen.
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