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Abstract: In diesem Artikel wird auf Grundlage der Newtonschen Physik untersucht, inwiefern Atome oder das
Sonnensystem an der kosmologischen Expansion teilhaben. Anhand einer Diskussion eines korrigierten effektiven
Potenzials kann gezeigt werden, dass weder Atome noch unser Sonnensystem expandieren.

1 Einleitung

Hoért man zum ersten Mal etwas von der Expansion
des Universums, so kann eine Reihe von Fehlvorstellun-
gen entstehen. In dem Film Der Stadtneurotiker wird
gleich in der ersten Szene eine solche dargestellt. Dort
sieht man einen verdngstigten Jungen, der gelesen hat,
dass das Universum expandiert, mit seiner Mutter beim
Psychiater. Es entsteht folgender Dialog:

Sohn: Das Universum expandiert... das Universum ist
alles und wenn es expandiert, wird es eines Tages aus-
einander brechen und das wdire das Ende von Allem!
Mutter: Du bist jetzt in Brooklyn. Brooklyn expandiert
nicht!

Hat die Mutter, die in dieser Situation nur beruhi-
gend und ohne genaueres Wissen von der Expansion des
Universums auf den Jungen einredet, eigentlich recht?
Nehmen zum Beispiel Atome oder unser Sonnensystem
an der kosmologischen Expansion teil? Oder expandie-
ren diese Systeme nur im geringeren Mafle als der Rest
des Universums? Diese Fragen gilt es in diesem Artikel
zu beantworten.

2 Newtonsches Modell

Um die obige Frage beantworten zu kénnen, muss man
streng genommen die Grundgleichungen der allgemeinen
Relativitétstheorie in Betracht ziehen. Jedoch sind diese
mathematisch weitaus komplexer als die klassischen Be-
wegungsgleichungen der Newtonschen Physik. Ziel die-
ses Artikels soll es daher sein, ein geeignetes physikali-
schen Modell im Rahmen der Newtonschen Physik zu
finden, das eine Aussage iiber die Expansion von Ato-
men oder gravitativ gebundenen Systemen wie das Son-
nensystem macht.

2.1 Die zwei interessanten Systeme

Will man wissen, welche Auswirkungen die kosmolo-
gische Expansion auf komplexe physikalische Systeme
(Mehrkorperprobleme) wie das Sonnensystem oder Ato-
me haben, so erscheint es sinnvoll, sich zunéchst zu fra-
gen, welche Auswirkungen die Expansion auf das klas-
sische Zweikorperproblem der Mechanik hat. Sowohl

gravitativ gebundende Systeme wie das Sonnensystem
(Abb. 1a) als auch das Wasserstoffatom (Abb. 1b) las-
sen sich durch die Bewegungsgleichung
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beschreiben. Diese Bewegungsgleichung muss nun durch
die kosmologische Expansion korrigiert werden.
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Abbildung 1: Das Zweikorperproblem der Mechanik

2.2 Kosmologische Korrektur

Die kosmologische Expansion des Raumes kann man sich
in der Newtonschen Physik zunéchst als eine zusétzliche
Beschleunigung denken, die auf die beiden Massen wirkt.
Es sind daher die Bewegungsgleichungen (1) durch

Tnew = T + Tcosm

(2)

zu korrigieren. Um den Ausdruck fiir %Cosm zu finden,
betrachte man das Hubble-Gesetz

(3)

mit H(t) als zeitabhéngigen Hubbleparameter und a(t)
als Skalenfaktor. Da in Gleichung (2) zweite Ableitungen
nach der Zeit vorkommen, ist es plausibel, Gleichung (3)
einmal nach der Zeit abzuleiten. Dann folgt

Foosm = H(t) -7+ 7 - H(t)
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Wegen der Isotropie des Hubble-Gesetzes kann man mit
Gleichung (4) den Ausdruck
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fiir die vektorielle Beschleunigung finden. Mit den Glei-
chungen (1), (2) und (5) folgt damit unmittelbar, dass
der Drehimpuls L = m - r2 - ¢ erhalten bleibt, da

(6)

ist (Zentralkraftfeld). In Polarkoordinaten (r, ) lautet
damit die Bewegungsgleichung in radialer Richtung
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2.3 Entwicklung von a(t)

Der genaue zeitliche Verlauf von a(t) sei zunéchst unbe-
kannt. Daher wird der Term ¢ in Gleichung (7) in eine
Taylorreihe entwickelt. Es ist

a(t) 1 af(to)
aliey = 1 HH (=t 5 TE - () 4 (8)
mit
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Bricht man bei dem linearen Glied der Entwicklung ab,
so erhilt man den dominierenden! Term zu

~ —qo - HZ = const (10)
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Setzt man dies als Ndherungsausdruck in Gleichung (7)
ein, so erhilt man
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2.4 Diskussion am effektiven Potenzial

Mit der Gleichung (11) ldsst sich die korrigierte Be-
schleunigung (Gleichung (6)) als
Foew = f(7) - € (12)
darstellen. Die effektiv wirkende Kraft ist damit ei-
ne konservative Zentralkraft und daher gilt neben der
Drehimpulserhaltung auch Energieerhaltung (Eyes
const). Eine Multiplikation von (11) mit 7 und anschlie-
Bender Intergration iiber die Zeit ergibt
1;2
Eges = 5 + Ueff(T‘)
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Die Bewegung des betrachteten Korpers (Elektron oder
Erde) kann nun qualitativ an Ues¢(r) in Form einer Kur-
vendiskussion geschehen. Durch Vorgabe einer gewis-
sen Energie Fy des Teilchens (eine Parallele zur Abszis-
se) konnen so zum Beispiel gebundene und ungebunde-
ne Zusténde charakterisiert werden. Im Keplerproblem
ergeben sich die bekannten Kegelschnitte als mogliche
Bahnformen (Abb. 2). Da der Verzogerungsparameter gy
nach heutiger Erkenntnis —1/2 ist, hat der Korrektur-
term, der durch die kosmologische Expansion hervorge-
rufen wird, die Gestalt eines umgedrehten harmonischen
Oszillators (~ —72). Dieses effektive Potenzial muss da-
her nun diskutiert werden:
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Abbildung 2: Normales effektives Potenzial
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Abbildung 3: Effektives Potenzial unter
Beriicksichtigung einer kosmologischen

Expansion

% ist vernachléssigbar in den betrachteten Systemen. Um dies einzusehen, betrachte man die

relative zeitliche Verdnderung von f(t). Diese ist gegeben durch § Fiir ein exponentiell expandierendes Universum (a(t) ~ e**) ist

sie null. Fiir ein strahlungs- (a(t) ~ t'/2) bzw. materiedominiertes (a(t) ~ t*/? ) Universum ist £ ~ H, das heiBt proportional zum
inversen Alter des Universums. Fiir das System Erde-Sonne ist die typische Zeitskala die Umlaufdauer um die Sonne (ein Jahr). Das
Universum hingegen ist etwa 10'° Jahre alt, also liegen etwa 10 GréBenordnungen dazwischen. Daher ist auch der relative Fehler,
den man macht, wenn man f(t) als konstant betrachtet, in der Gréfienordnung von 107'°. Fiir Atome ist er sogar noch kleiner.



Es kommt zu einer Herausbildung eines Maximums
(labiles Gleichgewicht) bei einem gewissen kritischen
Radius rg,-i¢ (Abb. 3). In dieser Entfernung ist die kosmo-
logische Expansionsbeschleunigung vergleichbar mit der
gravitativen respektive elektromagnetischen Anziehung
zwischen den beiden Teilchen. Fiir r < 7y, dominiert
die Anziehungskraft zwischen den Teilchen und die Teil-
chen bleiben gebunden. In diesem Zustand nehmen sie
iiberhaupt nicht an der Expansion teil. Fir r > rg.:
ist hingegen die kosmologische Expansion zwischen den
Teilchen dominierend und die Teilchen driften mit der
Zeit unendlich weit auseinander.

2.5 Der kritische Radius

Um 7+ zu bestimmen, kann man die erste Ableitung
von Uggs(r) null setzen (Bestimmung des Maximums)
und nach r umstellen. Dies wiirde auf eine Gleichung
vierten Grades in r fiihren. Fiir eine blofle Abschitzung
von T reicht es bereits aus, zu fragen, wann die bei-
den Terme —% und _HT§ -2 in Gleichung (15) in etwa
gleich sind. Dies gilt offensichtlich bei:
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Fiir die zwei betrachteten Systeme ergeben sich damit
folgende Werte:
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Betrachtet man zum Beispiel unser Sonnensystem (M =
1 M), so miisste die Erde 120 pc von der Sonne entfernt
sein, um von der kosmologischen Expansion betroffen zu
sein. Nimmt man als anderes Beispiel das System be-
stehend aus der MilchstraBe (Mgq ~ 102 M) und der
Andromedagalaxie, so fiithrt dies auf einen kritischen Ra-
dius von 7, =~ 1,2 Mpc. Die Andromedagalaxie ist rund
0,7 Mpc von der Milchstrafle entfernt und kann sich da-
her aufgrund ihrer Eigenbewegung auf uns zu bewegen.
Fiir ein Atom miisste nach derselben Uberlegung das
Elektron 30 AE vom Kern entfernt sein, um mit zu ex-
pandieren — dies entspriiche ungefihr der Neptunbahn
in unserem Sonnensystem!

Anmerkung: Der Abbruch der Taylorentwicklung
beim linearen Glied (Gleichung (10)) entspricht einer
exponentiellen Expansion (a(t) ~ e**) des Universums.
Denn aus

alt) = K - M| K,A>0 (19)

folgt unmittelbar
i(t) = K - A2 et
und damit

a
= =\ = const
a

3 Die Untersuchung mit MATLAB

Die Bewegungsgleichung (11) kann mit MATLAB nu-
merisch gelost werden. Um die Uberlegungen iiber das
effektive Potenzial zu bestétigen, soll dies nun kurz vor-
gefithrt werden. Zunéchst wird die Bewegungsgleichung
dimensionslos gemacht.

3.1 Die dimensionslose Bewegungsgleichung
Um die Bewegungsgleichung
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dimensionslos zu machen, werden die Variablen r und
t auf natiirliche MaBstébe (ro;Tp) skaliert. Der Ansatz
lautet

r t
=— = 23
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Setzt man dies in (22) ein, so erhilt man
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Nun kann man die eingefithrten Parameter so wéhlen,
dass

L? - T? -T2
2 2 =1, ¢ 3 0 =1 (25)
gilt. Damit folgt:
L2 L3
= h=lsc - 29

Nun wird auch klar, was die natiirlichen Mafistdbe im
physikalischen System sind — der Einheitsabstand ist ge-
rade die grofle Halbachse im ungestoérten Keplerproblem
und die Einheitszeit ist proportional zur Keplerperiode

743
Ty, = 27 - 60:27T-T0

In dimensionslosen Einheiten nimmt Gleichung (22) da-
mit die Gestalt

(27)
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an. Fihrt man den ebenfalls dimensionslosen Parameter

o = H() : T() (29)
ein, so bleibt die zu losende Differntialgleichung
d? 11 2
e -+ (30)

dr?2 3 22 2

Diese kann nun in MATLAB implementiert werden.

Anmerkung: Fiihrt man diese Skalierung in das effek-
tive Potenzial (Gleichung (15)) ein, so erhilt man in
Abhéangigkeit von « die in Abb. 6 dargestellten Graphi-
ken.
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Abbildung 4: Das effektive Potenzial in Abhadngigkeit
verschiedener Werte fiir «

4 Matlabimplementierung

Um einen Vergleich mit dem ungestérten Problem (oh-
ne Beriicksichtigung der Expansion) zu erhalten, sei
zunéchst der Fall a = 0 kurz dargestellt.

4.1 Problem ohne Kosmologische Expansion

Eine numerische Losung von Gleichung (30) mit o = 0
kann wie in Abb.5 dargestellt aussehen. Es entspricht
einer Keplerellipse. Aber auch ungebundene Zustinde
(Hyperbel, Parabel) konnen durch geeignete Wahl der
Anfangsbedingungen erzeugt werden (Abb. 6).
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Abbildung 5: ungestorte Keplerellipse

Abbildung 6: Hyperbelbahn

4.2 Problem mit kosmologische Expansion

Um den Einfluss der kosmologischen Expansion zu un-
tersuchen, sei @ = 0.1 gewéhlt. Lost man nun Glei-
chung (30) mit MATLAB, so ergeben sich abhéngig von
den Startparametern unterschiedliche Graphen. Um das
Vorhandensein des kritischen Abstandes zu verifizieren,
wird in der Anfangsbedingung nur der Startort sukzessi-
ve vergroBert (Abb.7-9). Erst bei einem kritischen An-
fangsabstand von etwa 4,66 nimmt das System an der
Expansion teil und fliegt auseinander (Abb.9). Fiir klei-
nere Abstinde vergroflert sich der maximale Abstand
von der Hauptmasse auch nicht pro Umlauf (Abb. 7 und
8) — es gibt daher keine partielle Expansion.
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Abbildung 7: Anfangsbedingung: (1; 0.1)



Abbildung 8: Anfangsbedingung: (4,5; 0.1)
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Abbildung 9: Anfangsbedingung: (4,6566; 0,1)

5 Didaktische Konsequenz fiir den
Unterricht

Mit dem Wissen, dass Atome oder unser Sonnensys-
tem nicht an der kosmologischen Expansion teilnehmen,
konnen die Analogieexperimente, die fiir die Expansion
des Universum im Unterricht vorgefiithrt werden (Gum-
mibandmodell, Luftballon), didaktisch iiberdacht wer-
den. Fiihrt man zum Beispiel das Luftballonexperiment
zur Visualisierung der Expansion des Universums vor, so
hat man im Wesentlichen die Wahl, die Galaxien auf den
Luftballon einfach mit einem Filzstift zu malen oder in
Form von zugeschnittenen Pappstiicken drauf zu kleben
(Abb. 10 und 11). Fithrt man ersteres durch (Abb. 10),
so werden die gemalten Galaxien im selben Mafle grofier
(oder verschwinden gar) wie der sie umgebende Raum —
effektiv hat sich das Verhéltnis Galaxiengréfie zum Ab-
stand zweier Galaxien gar nicht verdndert und suggeriert
dem Schiiler die falsche Vorstellung, dass sich Galaxien,
aber auch alles andere im Universum vergréfert. Das

zweite Modell mit den angeklebten Galaxien auf dem
Luftballon erscheint in dieser Hinsicht didaktisch sinn-
voller, da beim Aufblasen des Luftballons eben die Ga-
laxien bleiben wie sie sind (Abb.11) und sich wirklich
nur ihr gegenseitiger Abstand dndert — so wie es in den
vorherigen Abschnitten nachgerechnet worden ist.

(a) (b)

Abbildung 10: Didaktisch zu verwerfendes Lufballonex-
periment zur Visualisierung der Expansi-
on des Universums — Galaxien mit Filz-
stift auf Ballon gemalt

(a)

Abbildung 11: Zu bevorzugendes Experiment — mit auf-
geklebten Galaxien aus Pappteilen
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7 Geschriebene Programme

7.1 Problem ohne Kosmologische Expansion

function dy=Expand2(t,y)
dy=zeros(2,1);

dy(1)=y(2);
dy(2)=1/y(1)~3-1/y(1)"2;

end
Keplerellipse

options=odeset(’RelTol’,1le-12,’AbsTol’,1e-12);
ta=0.1; te=60; anfangsvektor=[0.8 0.5];
[t,y]l=o0del113(@Expand2, [ta te],anfangsvektor,options);
plot(t,y(:,1),’LineWidth’,2)
shg
grid on

Hyperbel

options=odeset(’RelTol’,1le-12,’AbsTol’,1e-12);

ta=0.1; te=200; anfangsvektor=[0.8 1];
[t,y]=0del113(@Expand?2, [ta te],anfangsvektor,options);
plot(t,y(:,1),’LineWidth’,2)
shg

grid on

7.2 Problem mit Kosmologische Expansion

function dy=Expand2(t,y)
dy=zeros(2,1);
alpha=0.1;

dy (1)=y(2);
dy(2)=1/y(1)"3-1/y(1)"2+(a"2) /2%y (1) ;

end

Bild 7

options=odeset (’RelTol’,1le-12,’AbsTol’,1e-12);
ta=0.1; te=50; anfangsvektor=[1 0.1];
[t,yl=0del113(@Expand2, [ta te],anfangsvektor,options);
plot(t,y(:,1),’LineWidth’,2)
shg
grid on

Bild 8



options=odeset(’RelTol’,1le-12,’AbsTol’,1e-12);
ta=0.1; te=150; anfangsvektor=[4.5 0.1];
[t,y]l=0del113(@Expand2, [ta te],anfangsvektor,options);
plot(t,y(:,1),’LineWidth’,2)
shg
grid on

Bild 9

options=odeset(’RelTol’,1le-12,’AbsTol’,1e-12);
ta=0.1; te=60; anfangsvektor=[4.6566 0.1];
[t,y]l=0del13(@Expand2, [ta te],anfangsvektor,options);
plot(t,y(:,1),’LineWidth’,2)
shg
grid on

7.3 Bild mit effektiven Potenzial

x=linspace(0.5,5,200);

alpha=[0 0.2 0.4];

for i=1:length(alpha)
f=1./(2*x."2)-1./x-alpha(i) "2/2*x."2;
plot(x,f,’LineWidth’,2)

shg

hold on

end

grid on

axis equal



