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@ Gravitation — G ie Klassische Effekte GPS Astro-Anwendungen

Allgemeine Relativitatstheorie

Albert Einsteins Gravitationstheorie, fertiggestellt November 1915

Gravitation ist keine Kraft, sondern Eigenschaft der
Raumzeit-Geometrie

.Die Raumzeit sagt der Materie, wie sie sich bewegen soll; die
Materie sagt der Raumzeit, wie sie sich verzerren soll*
(nach John Wheeler)

Anwendungen: Relativistische Effekte im Sonnensystem,
Gravitationslinsen, Gravitationswellen, Schwarze Lécher,
Kosmologie
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[ Aquivalenzprinzip J
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Ergebnis: Einstein’sche Feldgleichungen
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Struktur Allgemeine Relativitatstheorie
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N
Mach, Periheldrehung

Ergebnis: Einstein’sche Feldgleichungen
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Anwendungen Allgemeine Relativitatstheorie

Klassische Effekte: Lichtablenkung, Gravitative Rotverschiebung,
Periheldrehung, Shapiro-Effekt

Gravitationslinsen: Relativistische Optik
Schwarze Lécher: Definition, Phdnomenologie (Akkretion), Optik

Gravitationswellen: Strahlungseigenschaften, EM-Analogie,
Erzeugung, GW-Astronomie

Kosmologie: Expandierendes Universum, Dynamik der Expansion,
frihes Universum (Urknallphase)
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Anwendungen Allgemeine Relativitatstheorie

Klassische Effekte: Lichtablenkung, Gravitative Rotverschiebung,
Periheldrehung, Shapiro-Effekt

Gravitationslinsen: Relativistische Optik
Schwarze Lécher: Definition, Phanomenologie (Akkretion), Optik

Gravitationswellen: Strahlungseigenschaften, EM-Analogie,
Erzeugung, GW-Astronomie

Kosmologie: Expandierendes Universum, Dynamik der Expansion,
frihes Universum (Urknallphase)

Das Farbschema zeigt an, wieweit das betreffende Thema in der Schule mehr als
nur popularwissenschaftlich beschrieben werden kann
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Motivation fir die geometrische Beschreibung

In der klassischen Mechanik:

e Natlrliche Tragheitsbewegung: gerade, konstante Geschwindigkeit

¢ Abweichung von der natlrlichen Bewegung aufgrund von Kréften
(F = m®)
e Zuséatzliche Modelle fur die Krafteigenschaften (z.B. in Abhangigkeit
von Ladungen)
Beispiel: Newton’sche Gravitationskraft

=2 =

F=Ty

F(®» = -GMm

77
(7 Ort des Teilchens der Masse m, das die Kraft spiirt, #, Ort der

Gravitationsquelle mit Masse M, mit G der Gravitationskonstante.)
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Wie identifiziert man die nattirliche Bewegung?

e Wie halt man Tragheitskrafte (z.B. rotierendes Koordinatensystem:
Coriolis, Fliehkraft...) und andere Kréafte auseinander?)

e Alle “wirklichen” Kréfte auflisten = keine sinnvolle grundlegende
Definition

e Was haben die Tragheitskrafte gemeinsam?
= sie sind in Wirklichkeit als Beschleunigungen definiert!

e Zerlege

= —FRED-AD) -20XR-DBX(@XD) —DXR
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...aber da gibt es leider ein kleines Problem

.1 . . .
= —FRR2N-AD) -28XX-BX(@XD) - DX
m
Koénnen wir Testteilchen verwenden, um die verschiedenen
Beitrage voneinander zu unterscheiden?

Beispiel: Um den Anteil der elektromagnetischen Kréfte
herauszufinden nutze man Testteilchen mit unterschiedlicher

spezifischer Ladung
q
.

Problem: Gravitation!
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Warum Gravitation besonders ist

F(®) = —-GMm Ry

Beschleunigung eines Testteilchens im Feld einer deutlich
gréBeren Masse M:

1.
—F(®) =-GM
m

Beschleunigung unabhéngig von den Teilcheneigenschaften!
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Masse spielt zwei verschiedene Rollen

Trage Masse m; vs. schwere Masse
(Gravitationsladung) m,:

ﬁ = m,)? VS. ﬁ(?) = —GMmg m
~q

...und offenbar m; = m;.

Rechts: Nachbildung der Torsionswaage von Eétvés
(Berliner Einstein-Ausstellung 2005)
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Eine neue Art von naturlicher Bewegung

Wenn man die Gravitationsbeschleunigung g(%, ) und die
Tragheitsbeschleunigung A(#) nicht vollstandig auseinanderhalten
kann:

Ersetze

Testteilchenbewegung = Tragheitsbewegung + Ablenkung
durch Krafte

durch

Testteilchenbewegung = Freier Fall + Ablenkung durch Krafte

Allgemeine Relativitatstheorie
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Ist Gravitation = Tragheitsbeschleunigung?
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Ist Gravitation = Tragheitsbeschleunigung?

N,
1
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Kapsel im Fallturm des
Glenn Research Center

Bild: NASA/GRC/P. Riedel, A. Lukas
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Mikrogravitation im freien Fall = Umlaufbahn

Chris Hadfield mit Wasserblase an Bord der ISS. Bild: NASA
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Wirklich keine Schwerkraft im freien Fall?
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Wirklich keine Schwerkraft im freien Fall?
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Wirklich keine Schwerkraft im freien Fall?

Gezeitenkrafte!
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Einleitung Gravitation —» Geometrie

Klassische Effekte GPS Astro-Anwendungen

Gezeitenkrafte

Markus Péssel

Fx:é:'Fr
r
GMm
:}Fx:— 3 f
r

Starke der Gezeitenkraft fallt
schneller ab als 1/r2!
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Grenzen des freien Falls

Unser Beispiel ist reprasentativ insofern, als Gezeitenkraft
proportional zum Abstand zwischen zwei Kérpern, F' ~ &

Wartet man lange genug, sieht man Effekte auch fir kleines &.

Einstein’sches Aquivalenzprinzip

In einer infinitesimal kleinen Raumzeitregion sind die Gesetze der
Physik, formuliert in einem frei fallenden Bezugssystem, die
gleichen wie in Abwesenheit von Gravitation

In der Praxis: FUr hinreichend kleine ,Fahrstuhlkabinen” sind die
Gezeiteneffekte Uber hinreichend kleine Zeitrdume nicht
nachweisbar.
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Raumzeit-Bild: Kugeln im Weltraum

Raumzeitdiagramm dazu: siehe
rechts.
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Raumzeit-Bild: Kugeln im Weltraum

Raumzeitdiagramm
(vereinfachte Version)
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Raumzeitdiagramm: Kugeln im freien Fall

Urspringlich sind die Weltlinien
parallel. Dann konvergieren sie!

Allgemeine Relativitatstheorie
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...was sind demnach Weltlinien fur freien Fall?

Wie im Beispiel konvergieren (oder divergieren) Weltlinien fir den freien
Fall, selbst wenn sie urspringlich parallel sind. Geometrische Analogie:

Allgemeine Relativitatstheorie
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Legt Analogie mit gekrimmten Oberflachen nahe!

Keine Krafte: Gerade Weltlinien Geradestmdgliche Kurven in der
Ebene: Geraden(abschnitte)

Freier Fall: Weltlinien kdnnen auf gekrimmter Oberflache: ge-

konvergieren/divergieren radestmdgliche Kurven kdénnen

konvergieren/divergieren

Aquivalenzprinzip infinitesimaler Ausschnitt aus ge-
krimmter Flache sieht flach aus

Markus Péssel Allgemeine Relativitatstheorie
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Zeit und Gravitation: Trédelprinzip

An dieser Stelle lasst sich mithilfe von Weltlinien noch naher
ausfiihren, was Gravitation mit Zeitverzerrung zu tun hat:

Trédelprinzip: Die Weltlinie im freien Fall zwischen A und B verlauft
so, dass fur den fallenden Kérper die maximale Eigenzeit vergeht;
Gefalle der ,Zeitgeschwindigkeiten” entspricht Gravitationsfeld.

Tatsachlich: Newton’sche Gravitation ist in Einsteins Theorie
nattrlicherweise durch variable ,Zeitgeschwindigkeit*
(Koordinatenzeit vs. Eigenzeit) realisiert.

Details: Péssel, Das Einstein-Fenster, Kap. 4 und 5

Markus Péssel Allgemeine Relativitatstheorie
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...und was ist mit dem Gummituch?

[Oft verwendetes Bild: Gravitation ist wie eine schwere Kugel auf
einem Gummituch, welche die Bahn kleiner Murmeln auf dem
Gummituch ablenki]

... allenfalls als sehr allgemeines Bild ,Raumzeiteigenschaften
beeinflussen Bewegung®
Potenziell missverstandlich:

e Newtonsche Gravitation ist fast nur Zeitverzerrung, nicht
Raumkrimmung

e Merkwirdige Doppelrolle der Gravitation in der Analogie

e Man darf nicht zu genau hinsehen (Middleton & Langston, American
Journal of Physics 82 (2014), 287)

Allgemeine Relativitatstheorie
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Genauere Beschreibung: Einsteingleichungen?

Begriff der Metrik als Verallgemeinerung von d? = dx? + dy? bzw.
relativistisch dr? = dr> — ¢~2dx?: Prinzipiell auch auf Schulniveau
(vgl. Das Einstein-Fenster Kap. 5)

Probleme gibt’'s dann bei: KriimmungsgréBen, Einfluss der
Krimmung auf Ableitungen. Bezug zu Gezeitenkraften.
= Einsteingleichungen

(Ausdruck fur Raumzeitkrimmung) = (Ausdruck fir
Energie-Impulsinhalt der Materie)

bleiben schwer zuganglich.

(Bester Ansatz, den ich kenne: John C. Baez & Emory F. Bunn, Amer. Jour. Phys.
73 (2005), 644-652; http://arxiv.org/abs/gr-qc/0103044)

Allgemeine Relativitatstheorie
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Gravitationsquellen

Wheeler-Reprise: ,Die Raumzeit sagt der Materie, wie sie sich
bewegen soll; die Materie sagt der Raumzeit, wie sie sich
krimmen soll*

Gravitationsquellen: Verallgemeinerung von Newton, dort einzige
Gravitationsquelle Masse (relativistisch: Ruhemasse).

Bei Einstein ist auch Energie eine Gravitationsquelle (E = mc?),
auBerdem: Druck! (Letzteres kann zu Stabilitatsproblemen bei
kompakten Koérpern fuhren.)

Markus Péssel Allgemeine Relativitatstheorie
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Klassische Effekte

@ Gravitations-Rotverschiebung
@® Lichtablenkung durch Massen
@® Periheldrehung
@ Shapiro-Effekt

...davon am schultauglichsten (allein aus Aquivalenzprinzip
ableitbar!): Gravitations-Rotverschiebung

Allgemeine Relativitatstheorie
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Lichtablenkung
‘R \ﬁg

Newton’sche Rechnungen (Anfangsgeschwindigkeit v = ¢)
ergeben (im Bogenmaf):

y=20M
c“R
(Vereinfachte Versionen wie auf
http://www.lehrer-online.de/lichtablenkung.php bekommen den
richtigen Faktor mehr zuféllig heraus und sind letztlich so etwas wie
verklausulierte Dimensionsbetrachtungen.)

Richtige Rechnung (Johann Georg von Soldner 1804): Mit
Hyperbelbahn im Prinzip schultauglich, aber langlich/umstandlich.

Markus Péssel Allgemeine Relativitatstheorie
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Lichtablenkung
O

Rechnungen im Rahmen der ART ergeben (im Bogenmaf):

4GM
9= .
2R

Hintergrund: Raumkrimmung tragt noch einmal denselben
Ablenkungswinkel bei wie Zeitverzerrung. Messungen (erstmals
Eddington und andere 1919) bestétigen den Einstein’schen Wert.

Allgemeine Relativitatstheorie
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Periheldrehung

Relativistische Periheldrehung: Perihel eines Planeten wandert mit
der Zeit; umso starker, je exzentrischer die Bahn.

Sonnensystem: gréBter Effekt bei Merkur, anomale Periheldrehung

von 43" pro Jahrhundert (anomal = zusatzlich zu den
Gravitationseffekten der anderen Planeten)

Allgemeine Relativitatstheorie
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Periheldrehung

Doppelpulsar PSR J0737-3039 als sehr kompaktes System (zwei
Neutronensterne, die beide Pulsare sind): relativistische
Periheldrehung von 16,9° pro Jahr!

Diese Systeme sind Uberhaupt die besten Testfalle fir die
relativistische Mechanik — auch Lichtablenkung, Shapiro-Effekt etc;
vgl. den Artikel zu den Forschungen von Michael Kramer in Max
Planck Forschung 3/2013, http://www.mpg.de/mpf_2013_3

Allgemeine Relativitatstheorie
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Shapiro-Effekt

Verzerrte Raumzeit als ,ortsabhangiger Brechungsindex® fiihrt zu
Laufzeitverzégerungen; nachgemessen durch Radarsignale zu
den inneren Planeten, an der Sonne vorbei.

Allgemeine Relativitatstheorie
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Gravitations-Rotverschiebung

Situation: Licht fallt im Schwerefeld der
Erde senkrecht nach unten.

Wellenlangenverschiebung

_Ag—As
==

ist gegeben durch

gh  AD

c? 2’

bei g ~ 9,81 m/s> der
Gravitationsbeschleunigung und der
Potentialdifferenz A® = O(rg) — O(rg).

Allgemeine Relativitatstheorie
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Einleitung Gravitation — Geometrie

Klassische Effekte GPS Astro-Anwendungen

Gravitations-Rotverschiebung: Rechnungsskizze

Sys 1
t(Senden)

N2

Sys 2
t(Empfang)

Markus Péssel

Frei fallende Systeme 1 und 2.

System 1: Im Moment der Lichtaussendung
relativ zu Sender S in Ruhe

System 2: Im Moment des Lichtempfangs relativ
zu Empfénger E in Ruhe

Bestimme Sendefrequenz im Aussendemoment
im System 1, Empfangsfrequenz im
Empfangsmoment im System 2
(Aquivalenzprinzip - in System 1 &ndert sich die
Frequenz auf der Reise nicht!)

Vergleich von 1 und 2 im Empfangsmoment —
Frequenzen hangen Uber Dopplereffekt z = —v/c
zusammen.

v ist Geschwindigkeit von System 1 aufgrund von
freiem Fall wahrend der Zeit h/c, also v = gh/c.

Allgemeine Relativitatstheorie
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Rotverschiebung und Gang von Uhren

Uhren vergleichen mithilfe von Lichtsignalen: Rotverschiebung
(diesmal nicht fir Frequenz der Lichtwellen, sondern der
aufeinanderfolgenden Signale!)

Statische Situation: Lichtsignale sollten von der einen zur anderen
Uhr immer die gleiche Zeit benétigen = ,Transport von
Zeitintervallen®

Vergleich der Zeitintervalle (die Gravitations-Rotverschiebung
erleiden!) mit lokalen Uhren setzt deren Zeit zueinander in
Beziehung.

Uhrentransport (von A nach B, in B lange laufen lassen, von B
zuriick nach A) zeigt: Wenn die Lichtsignale zeigen, dass eine Uhr
langsamer geht, dann geht sie auch tatsachlich langsamer (macht
mehr ,Ticks" als Referenzuhr).

Allgemeine Relativitatstheorie
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Rotverschiebung und Gang von Uhren

Sei v, die Tick-Frequenz aller unserer Standarduhren. Sei eine
dieser Uhren am Punkt 1 im Gravitationspotential,
Radialkoordinate r;. Von einem Ort 2 gesehen (Lichtsignal lauft
radial nach auBen nach r, > ry) tickt die tieferliegende Uhr dann
mit Frequenz v,, wobei

2 1+

D(ry) — D(r1) GM [ 1 1
-2 o= <1,
Vi c? c?

rn r

also mit geringerer Frequenz: Uhren tiefer im Gravitationsfeld
gehen langsamer!
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Rotverschiebung und Gang von Uhren

Exakter Ausdruck in der Umgebung einer kugelsymmetrischen

Masse M ist:
va _ 1-R/n
vi N\NI1=R/m
mit 2GM
R= >
C

dem Schwarzschild-Radius (Rechnung benutzt die
Schwarzschild-Metrik: Eigenschaften der Raumzeit rund um eine
kugelsymmetrische Masse).
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Relativitat und GPS

GPS-Satelliten: Bahnradius a = (20200 + 6370) km; nutze 3.
Kepler'sches Gesetz:

2 4n* 3 2
T :G—M-a = (11,97 Stunden)

Bahngeschwindigkeit ist

GM , I .
v=4/— = VD) = 3,9 km/s mit Gravitationspotential ®(r).
a

Speziell-relativistische Zeitdilatation alleine:

GM
Tsat = TErde V1 = (V/€)? = TEre [ 1 — —— ® TErde - 0,999999999916
cea

Allgemeine Relativitatstheorie
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Relativitat und GPS

Gravitations-Rotverschiebung alleine: Satellitenuhr lauft schneller,

TSar = TErde |1 +

GM (1 1
— = = )| ® TEne - 1,00000000053
C re a

(mit rz dem Erdradius).

Umstellen auf Frequenzen v ~ 1/T, beide Effekte berlicksichtigen:
Eine Uhr mit Frequenz vs,; auf dem GPS-Satelliten hat von der
Erde aus gemessen (Lichtsignale) die Frequenz

GM (1 1 [ GMm
VErde = VSat [1 +— (— - —)] 1= 5 ~vsa (1+45-1070)
C re a cea

Markus Péssel Allgemeine Relativitatstheorie
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Relativitat und GPS

Lésung der GPS-Konstrukteure: normale Grundfrequenz der
verwendeten Atomuhren ist 10,23 MHz; Satellitenuhren sind aber
eingestellt auf

10,229999995453 MHz,

(fir unsere Rechnung sollten es sein: 10,229999995438 MHz).

Was wirde andernfalls passieren?

Allgemeine Relativitatstheorie

Markus Péssel
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Relativitat und GPS

Haufige falsche Rechnung:

Tag hat 86400 Sekunden, in dieser Zeit wirden unkorrigierte
Satellitenuhren um Az = 3,8 - 107 Sekunden vorgehen.

Satelliten bestimmen Entfernungen tber Lichtlaufzeiten; typischer
Abstandsfehler bei diesem Zeitfehler ist beim Vergleich von
Satellitenuhren mit ,GPS-Empfangeruhren* auf der Erde:

¢ At ~ 10 Kilometer

pro Tag!

Findet man nicht selten so auch in der popularwissenschaftlichen
Literatur (leider auch bei mir in Texten Jahrgang 2005) und z.B.
auch auf http://schule-gps.de/

Allgemeine Relativitatstheorie
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Relativitat und GPS

In Wirklichkeit: GPS-Empfanger haben keine Atomuhr aufgebaut
— Zeit und Ort werden aus direktem Vergleich von mindestens
vier Satellitensignalen bestimmt!

Flr Abstandsfehler durch Lichtsignallaufzeit ist die
charakteristische Zeitskala a/c < 0,1 s und Uber diesen Zeitraum
hinweg gehen Satellitenuhren héchstens um Ar = 4 - 10711 s falsch,
entsprechend

cAt~1cm

und damit weit unterhalb der Genauigkeit von GPS!

Allgemeine Relativitatstheorie
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Relativitat und GPS

GréBerer Effekt: Ist der Ort relativ zu den Satelliten bestimmt,
benutzt das System auf die irdische Zeit bezogene Ephemeriden,
um den Ort relativ zum irdischen System zu berechnen.

Ware die Satellitenzeit nicht-relativistisch, wirde das System in
den Ephemeriden zu etwas falscher Zeit nachschauen.

Je langer das System lauft, umso gréBer ist der Effekt, aber: Jede
Woche wird das System zurlickgesetzt!

Maximaler Fehler: Direkt vor der nachsten Ricksetzung!

Allgemeine Relativitatstheorie
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Relativitat und GPS

Maximal: Nach 7 - 24 - 60 - 60 Sekunden, gingen die Satellitenuhren
um 2,7 - 1074 s vor.

Charakteristische Geschwindigkeit ist die Bahngeschwindigkeit der
Satelliten (vereinfacht! vernachlassigt Durcheinanderlaufen!), also
Satelliten-Positionsfehler

Assar ~ (3,9 km/s) - (2,7 - 107*s) ~ 1m.

In Wirklichkeit werden Lange und Breite auf der Erde berechnet;
Positionsfehler dabei ergibt sich auf der Erdoberflache zu

rE
ASErge = ASgqr - — ~ 25 cm.
a

Genauere Rechnung ergibt einen etwas gréBeren Wert
GréBenordnung ~ 1 Meter — das ist in derselben GréBenordnung
wie andere GPS-Fehler.

Markus Péssel Allgemeine Relativitatstheorie
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Relativitat und GPS

Fazit:

Relativistische Effekte (SRT + Aquivalenzprinzip) sind im
GPS-System eindeutig nachzuweisen (relative Genauigkeit der
Atomuhren 10713, so dass sich die Betreiber am Ende jeder Woche
Uber denselben deutlich messbaren Fehler wundern wirden).

Berlicksichtigung der relativistischen Effekte bringt merkliche
Verbesserung der GPS-Fehlerbilanz.

Aber es ist keineswegs so, dass GPS véllig funktionsuntauglich
wlrde, wenn man die Relativitatstheorie weglasst.

Allgemeine Relativitatstheorie
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@ Gravitationslinsen
® Schwarze Locher
® Gravitationswellen

@ Kosmologie
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Gravitationslinsen
><
Lichtablenkung kann zu optischer Verstérkung/VergréBerung bzw.

Verzerrung flhren; Grundgleichung Ablenkungswinkel (im
Bogenmaf3) von

9= 4G2M
cvd
fOr Lichtstrahlen, die um d vom ,Linsenzentrum® parallelversetzt
sind.
= Vortrag von Robert Schmidt und Workshop mit einfachen
Modellen

Markus Péssel Allgemeine Relativitatstheorie
) ]



Einleitung Gravitation — Geometrie Klassische Effekte GPS Astro-Anwendungen

Schwarze Locher

Kompakte Regionen, aus denen noch nicht einmal Licht
entkommen kann; astrophysikalisch wichtig, da Akkretion (Materie
fallt auf Schwarzes Loch, sammelt sich in Scheibe) der Motor fir
AGN, Mikroquasare ist

Fir die Schule tauglich: Fluchtgeschwindigkeitsrechnung;
Flussmodell (cf. http://arxiv.org/abs/gr-qc/0411060),
Abschatzung Wirkungsgrad Akkretion.

= Vortrag von Knud Jahnke und Bastel-Workshop

Markus Péssel Allgemeine Relativitatstheorie
) ]



Einleitung Gravitation — Geometrie Klassische Effekte GPS Astro-Anwendungen

Gravitationswellen

Wellenartige Stérungen, breiten sich mit Lichtgeschwindigkeit aus;
Analogie zu elektromagnetischen Wellen (aber: nicht Dipol,
sondern Quadrupol)

Nobelpreis 1993 fur indirekten Nachweis (Effekte auf Bahn eines
Binarpulsars)

Zukinftig: Gravitationswellen als astronomischer
Informationstrager, ,Gravitationswellen-Astronomie*
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Kosmologie

Weltmodelle auf Basis der Allgemeinen Relativitatstheorie —
Expansion des Universums und der Urknall

Schule: Dynamik von Universen mit Newton’schem
Gravitationsgesetz gut ableitbar, Milne-Universum als
speziell-relativistisches Modell fir Raumexpansion

= Vortrag von Bjorn Malte Schéfer
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